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Ãëàâà 1

Ââåäåíèå

1.1 Êðàòêàÿ õàðàêòåðèñòèêà è èñòîðèÿ ñèñòåìû GAP

Ðàçðàáîòêà ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé àëãåáðû GAP (http://www.gap-system.org), íàçâà-
íèå êîòîðîé ðàñøèôðîâûâàåòñÿ êàê �Groups, Algorithms and Programming�, áûëà íà÷à-
òà â 1986 ã. â ã.Ààõåí, Ãåðìàíèÿ (http://www.math.rwth-aachen.de/LDFM/). Â 1997 ã.
öåíòð êîîðäèíàöèè ðàçðàáîòêè è òåõíè÷åñêîé ïîääåðæêè ïîëüçîâàòåëåé ïåðåìåñòèëñÿ â
Óíèâåðñèòåò ã.Ñåíò-Ýíäðþñ, Øîòëàíäèÿ (http://www-circa.mcs.st-and.ac.uk/). Â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ GAP ÿâëÿåòñÿ óíèêàëüíûì âñåìèðíûì ñîâìåñòíûì íàó÷íûì ïðîåêòîì,
îáúåäèíÿþùèì ñïåöèàëèñòîâ â îáëàñòè àëãåáðû, òåîðèè ÷èñåë, ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè,
èíôîðìàòèêè è äð. íàóê èç ðàçëè÷íûõ ñòðàí ìèðà. Îñíîâíûå öåíòðû ðàçðàáîòêè ñè-
ñòåìû íàõîäÿòñÿ â óíèâåðñèòåòàõ ã.Ñåíò-Ýíäðþñ (Øîòëàíäèÿ), ãã. Ààõåí, Áðàóíøâåéã
(Ãåðìàíèÿ) è Óíèâåðñèòåòå øòàòà Êîëîðàäî (ÑØÀ). Òåêóùàÿ âåðñèÿ ñèñòåìû - GAP
4.4.10 - áûëà âûïóùåíà â îêòÿáðå 2007 ã.

Èçíà÷àëüíî ñèñòåìà GAP ðàçðàáàòûâàëàñü ïîä Unix, à çàòåì áûëà ïîðòèðîâàíà äëÿ
ðàáîòû â äðóãèõ îïåðàöèîííûõ ñèñòåìàõ. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îíà ðàáîòàåò â ðàçíîîá-
ðàçíûõ âåðñèÿõ Unix/Linux, à òàêæå â Windows è Mac OS. Çàìåòèì, ÷òî ðÿä ïàêåòîâ,
ðàñøèðÿþùèõ ôóíêöèîíàëüíîñòü ñèñòåìû, ðàáîòàåò òîëüêî â ñðåäå Unix/Linux.

GAP ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìîé, îòêðûòîé è ðàñøèðÿåìîé ñè-
ñòåìîé. Îíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ GNU Public License (cì.
http://www.gap-system.org/Download/copyright.html). Cèñòåìà ïîñòàâëÿåòñÿ âìå-
ñòå ñ èñõîäíûìè òåêñòàìè, êîòîðûå íàïèñàíû íà äâóõ ÿçûêàõ: ÿäðî ñèñòåìû íàïèñàíî
íà Ñè, à áèáëèîòåêà ôóíêöèé - íà ñïåöèàëüíîì ÿçûêå, òàêæå íàçûâàåìîì GAP, êîòîðûé
ïî ñèíòàêñèñó íàïîìèíàåò Pascal, îäíàêî ÿâëÿåòñÿ îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííûì ÿçûêîì.
Ïîëüçîâàòåëè ìîãóò ñîçäàâàòü ñâîè ñîáñòâåííûå ïðîãðàììû íà ýòîì ÿçûêå, è çäåñü
èñõîäíûå òåêñòû ÿâëÿþòñÿ íåçàìåíèìûì íàãëÿäíûì ïîñîáèåì. Íàêîíåö, ðàçðàáîò÷èêè
ïðîãðàìì äëÿ GAP ìîãóò îôîðìèòü ñâîè ðàçðàáîòêè â âèäå ïàêåòà äëÿ ñèñòåìû
GAP è ïðåäñòàâèòü èõ íà ðàññìîòðåíèå â Ñîâåò GAP. Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ ïðîöåäóðû
ðåöåíçèðîâàíèÿ è îäîáðåíèÿ ñîâåòîì GAP òàêîé ïàêåò âêëþ÷àåòñÿ â ïðèëîæåíèå ê äèñ-
òðèáóòèâó GAP è ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ âìåñòå ñ íèì. Ïðîöåäóðà ðåöåíçèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò
ïðèðàâíèâàòü ïðèíÿòûå Ñîâåòîì GAP ïàêåòû ê íàó÷íîé ïóáëèêàöèè, è ññûëàòüñÿ íà
íèõ íàðàâíå ñ äðóãèìè èñòî÷íèêàìè.

Ïîìèìî óæå óïîìÿíóòûõ ïàêåòîâ, ñèñòåìà ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ îñíîâíûõ
êîìïîíåíò:
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• ÿäðà ñèñòåìû, îáåñïå÷èâàþùåãî ïîääåðæêó ÿçûêà GAP, ðàáîòó ñ ñèñòåìîé â ïðî-
ãðàììíîì è èíòåðàêòèâíîì ðåæèìå;

• áèáëèîòåêè ôóíêöèé, â êîòîðîé ðåàëèçîâàíû ðàçíîîáðàçíûå àëãåáðàè÷åñêèå àëãî-
ðèòìû (áîëåå 4000 ïîëüçîâàòåëüñêèõ ôóíêöèé, áîëåå 140000 ñòðîê ïðîãðàìì íà
ÿçûêå GAP);

• áèáëèîòåêè äàííûõ, âêëþ÷àÿ, íàïðèìåð, áèáëèîòåêó âñåõ ãðóïï ïîðÿäêà íå áîëåå
2000 (çà èñêëþ÷åíèåì 49487365422 ãðóïï ïîðÿäêà 1024, òî÷íîå êîëè÷åñòâî êîòîðûõ,
êñòàòè, òàêæå áûëî îïðåäåëåíî ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû GAP), áèáëèîòåêó ïðèìèòèâíûõ
ãðóïï ïîäñòàíîâîê, òàáëèöû õàðàêòåðîâ êîíå÷íûõ ãðóïï è ò.ä., ÷òî â ñîâîêóïíîñòè
ñîñòàâëÿåò ýôôåêòèâíîå ñðåäñòâî äëÿ âûäâèæåíèÿ è òåñòèðîâàíèÿ íàó÷íûõ ãèïî-
òåç;

• îáøèðíîé (îêîëî ïîëóòîðà òûñÿ÷ ñòðàíèö) äîêóìåíòàöèè, äîñòóïíîé â ðàçíîîáðàç-
íûõ ôîðìàòàõ (txt, pdf, html), à òàêæå ÷åðåç Èíòåðíåò.

1.2 Îáçîð âîçìîæíîñòåé GAP

Ñèñòåìà GAP áûëà çàäóìàíà êàê èíñòðóìåíò êîìáèíàòîðíîé òåîðèè ãðóïï - ðàçäåëà
àëãåáðû, èçó÷àþùåãî ãðóïïû, çàäàííûå ïîðîæäàþùèìè ýëåìåíòàìè è îïðåäåëÿþùèìè
ñîîòíîøåíèÿìè. Â äàëüíåéøåì, ñ âûõîäîì êàæäîé íîâîé âåðñèè ñèñòåìû ñôåðà åå ïðè-
ìåíåíèÿ îõâàòûâàëà âñå íîâûå è íîâûå ðàçäåëû àëãåáðû. Â ðàçíîîáðàçèè îáëàñòåé àëãåá-
ðû, îõâàòûâàåìûõ GAP ñåãîäíÿ, ìîæíî óáåäèòüñÿ, äàæå òîëüêî ëèøü ïðî÷èòàâ íàçâàíèÿ
ðàçäåëîâ îáøèðíåéøåé äîêóìåíòàöèè ïî ñèñòåìå, çàíèìàþùåé îêîëî 1500 ñòðàíèö (êî-
òîðàÿ, êñòàòè, íå òîëüêî âõîäèò â ñîñòàâ äèñòðèáóòèâà, íî è äîñòóïíà ÷åðåç Èíòåðíåò).
Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìîùü ñèñòåìû ìîæåò áûòü ïðîäåìîíñòðèðîâàíà íàõîäÿùèìñÿ íà åå ñàé-
òå ïðèìåðîì îïðåäåëåíèÿ òîãî, ÷òî êóáèê Ðóáèêà èìååò 43252003274489856000 ðàçëè÷íûõ
ñîñòîÿíèé, è ñáîðêè êóáèêà Ðóáèêà èç ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â ñðåäíåì çà
100 õîäîâ.

GAP äàåò âîçìîæíîñòü ïðîèçâîäèòü âû÷èñëåíèÿ ñ ãèãàíòñêèìè öåëûìè è ðàöèîíàëü-
íûìè ÷èñëàìè, äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ îãðàíè÷åíû òîëüêî îáúåìîì äîñòóïíîé
ïàìÿòè. Äàëåå, ñèñòåìà ðàáîòàåò ñ öèêëîòîìè÷åñêèìè ïîëÿìè, êîíå÷íûìè ïîëÿìè, p-
àäè÷åñêèìè ÷èñëàìè, ìíîãî÷ëåíàìè îò ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè,
âåêòîðàìè è ìàòðèöàìè. Ïîëüçîâàòåëþ äîñòóïíû ðàçëè÷íûå êîìáèíàòîðíûå ôóíêöèè,
ýëåìåíòàðíûå òåîðåòèêî-÷èñëîâûå ôóíêöèè, ðàçíîîáðàçíûå ôóíêöèè äëÿ ðàáîòû ñ ìíî-
æåñòâàìè è ñïèñêàìè.

Ãðóïïû ìîãóò áûòü çàäàíû â ðàçëè÷íîé ôîðìå, íàïðèìåð, êàê ãðóïïû ïîäñòàíîâîê,
ìàòðè÷íûå ãðóïïû, ãðóïïû, çàäàííûå ïîðîæäàþùèìè ýëåìåíòàìè è îïðåäåëÿþùèìè ñî-
îòíîøåíèÿìè. Áîëåå òîãî, ïîñòðîèâ, íàïðèìåð, ãðóïïîâóþ àëãåáðó, ìîæíî âû÷èñëèòü åå
ìóëüòèïëèêàòèâíóþ ãðóïïó, è äàæå çàäàòü åå ïîäãðóïïó, ïîðîæäåííóþ êîíêðåòíûìè îá-
ðàòèìûìè ýëåìåíòàìè ãðóïïîâîé àëãåáðû. Ðÿä ãðóïï ìîæåò áûòü çàäàí íåïîñðåäñòâåí-
íûì îáðàùåíèåì ê áèáëèîòå÷íûì ôóíêöèÿì (íàïðèìåð, ñèììåòðè÷åñêàÿ è çíàêîïåðå-
ìåííàÿ ãðóïïû, ãðóïïà äèýäðà, öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà è äð.).

Ôóíêöèè äëÿ ðàáîòû ñ ãðóïïàìè âêëþ÷àþò îïðåäåëåíèå ïîðÿäêà ãðóïïû, âû÷èñëå-
íèå êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ, öåíòðà è êîììóòàíòà ãðóïïû, âåðõíåãî è íèæíåãî
öåíòðàëüíîãî ðÿäîâ, ðÿäà êîììóòàíòîâ, Ñèëîâñêèõ ïîäãðóïï, ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï,
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íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï, ðåøåòîê ïîäãðóïï, ãðóïï àâòîìîðôèçìîâ, è ò.ä. Äëÿ ðÿäà êîíå÷-
íûõ ãðóïï äîñòóïíî îïðåäåëåíèå èõ òèïà èçîìîðôèçìà.

Òåîðèÿ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïï òàêæå âõîäèò â îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ñèñòåìû GAP.
Çäåñü èìåþòñÿ èíñòðóìåíòû äëÿ âû÷èñëåíèÿ òàáëèö õàðàêòåðîâ êîíêðåòíûõ ãðóïï, äåé-
ñòâèé íàä õàðàêòåðàìè è èíòåðàêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ òàáëèö õàðàêòåðîâ, îïðåäåëåíèÿ
òåîðåòèêî-ãðóïïîâûõ ñâîéñòâ íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ òàáëèöû õàðàêòåðîâ ãðóïïû. Ìîäó-
ëÿðíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïï (ò.å. ïðåäñòàâëåíèÿ íàä ïîëåì, õàðàêòåðèñòèêà êîòîðîãî
äåëèò ïîðÿäîê ãðóïïû) òàêæå ìîãóò áûòü èññëåäîâàíû ñ ïîìîùüþ GAP.

Â âåðñèè 4.3 áûëè ñóùåñòâåííûì îáðàçîì ðàñøèðåíû âîçìîæíîñòè äëÿ ðàáîòû ñ
âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè, àëãåáðàìè è ìîäóëÿìè. Â ñèñòåìå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû
âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà íàä âñåìè äîñòóïíûìè ïîëÿìè è ìîäóëè íàä âñåìè äîñòóïíûìè
êîëüöàìè. Èìåþòñÿ àëãîðèòìû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòðóêòóðû êîíå÷íîìåðíûõ àëãåáð Ëè,
êîòîðûå ìîãóò áûòü, íàïðèìåð, çàäàíû ñòðóêòóðíûìè êîíñòàíòàìè èëè ïîðîæäàþùèìè
ýëåìåíòàìè, âû÷èñëåíèÿ ðàçëè÷íûõ èõ Ëèåâñêèõ ïîäàëãåáð è èäåàëîâ.

Âåðñèÿ 4.4, çàìåíèâøàÿ âåðñèþ 4.3, ñîäåðæèò ìíîæåñòâî íîâûõ îñîáåííîñòåé, óñîâåð-
øåíñòâîâàííûõ àëãîðèòìîâ è ñðåäñòâ ïðîãðàììèðîâàíèÿ, è ïîýòîìó ìû ðåêîìåíäóåì åå
óñòàíîâêó âñåì ïîëüçîâàòåëÿì ïðåäûäóùèõ âåðñèé. Â ÷àñòíîñòè, â GAP 4.4 ïîÿâèëèñü
íîâûå àëãîðèòìû è ôóíêöèè äëÿ ðàáîòû ñ áàçèñàìè Ãðåáíåðà, àëãåáðàè÷åñêèìè ðàñøè-
ðåíèÿìè ïîëåé, ãðóïïàìè Ãàëóà, òàáëèöàìè õàðàêòåðîâ, âåêòîðíûìè ïðîñòðàíñòâàìè;
íîâûå ìåòîäû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìèíèìàëüíûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï êîíå÷íîé ãðóïïû è
öîêîëÿ êîíå÷íîé ãðóïïû; áûñòðûé ìåòîä äëÿ îïðåäåëåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ëè çàäàííàÿ ãðóïïà
ïîäñòàíîâîê ñèììåòðè÷åñêîé èëè çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïîé â èõ åñòåñòâåííîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè; ðàçíîîáðàçíûå ôóíêöèè äëÿ âû÷èñëåíèé ñ öåëî÷èñëåííûìè ìàòðèöàìè, è äð.
íîâîââåäåíèÿ.

Êðîìå íîâûõ àëãîðèòìîâ è ôóíêöèé, â GAP 4.4 óñîâåðøåíñòâîâàíà ïðîèçâîäèòåëü-
íîñòü ìíîãèõ óæå ñóùåñòâîâàâøèõ ðàíåå àëãîðèòìîâ, â ò.÷. äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåïðè-
âîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé è èõ õàðàêòåðîâ, âû÷èñëåíèÿ íîðìàëèçàòîðîâ è ñîïðÿæåííûõ
ïîäãðóïï â ñèììåòðè÷åñêèõ ãðóïïàõ ïîäñòàíîâîê, âû÷èñëåíèÿ ñèñòåìû ïðåäñòàâèòåëåé
ñìåæíûõ êëàññîâ â ãðóïïàõ ïîäñòàíîâîê. Ðàçëîæåíèå ïîäñòàíîâêè â ïðîèçâåäåíèå ïî-
ðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ òåïåðü âîâçðàùàåò ñóùåñòâåííî áîëåå êîðîòêèå ñëîâà (íàïðèìåð,
äëèíû îêîëî 100 äëÿ ãðóïïû êóáèêà Ðóáèêà). Óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ òàêæå êîñíóëèñü ñïèñ-
êîâ, ìíîãî÷ëåíîâ, ìàòðèö è ìàòðè÷íûõ ãðóïï, ðàñøèðåíèé êîíå÷íûõ ãðóïï, êîíå÷íîìåð-
íûõ àëãåáð.

Â âûøåäøåé â ìàå 2005 ã. âåðñèè GAP 4.4.5, â áèáëèîòåêó êîíå÷íûõ ãðóïï äîáàâëåíû:

• ãðóïïû ïîðÿäêîâ p4, p5, p6 äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïðîñòûõ p;

• ãðóïïû, ïîðÿäîê êîòîðûõ ñâîáîäåí îò êâàäðàòîâ;

• ãðóïïû, ïîðÿäîê êîòîðûõ ñâîáîäåí îò êóáîâ è íå ïðåâûøàåò 50000.

Òàêæå â íåé áûëà ââåäåíà íîâàÿ ôóíêöèÿ StructureDescription äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñòðóê-
òóðíûõ îïèñàíèé êîíå÷íûõ ãðóïï, íàïðèìåð:

Ïðèìåð

gap> l := AllSmallGroups( Size, 8 );;

gap> List( l, StructureDescription );

[ "C8", "C4 x C2", "D8", "Q8", "C2 x C2 x C2" ]
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Âìåñòå ñ ñèñòåìîé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ìíîæåñòâî íîâûõ âåðñèé ïàêåòîâ äëÿ GAP. Ïðè ýòîì
èçìåíèëñÿ ìåõàíèçì çàãðóçêè ïàêåòîâ. Äëÿ çàãðóçêè êàæäûé ïàêåò äîëæåí ñîäåðæàòü
ôàéë PackageInfo.g ñ ìåòà-èíôîðìàöèåé î íåì (âñå ïàêåòû äëÿ GAP 4.4 òàêèå ôàéëû óæå
ñîäåðæàò). Çà èñêëþ÷åíèåì ýòîé îñîáåííîñòè, èìååòñÿ òîëüêî íåñêîëüêî íåçíà÷èòåëüíûõ
èçìåíåíèé (íàïðèìåð, òðèâèàëüíàÿ ãðóïïà òåïåðü íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé), íå ñîâìåñòèìûõ
ñ GAP 4.3.

Ñðåäè äðóãèõ îáëàñòåé ïðèìåíåíèÿ ñèñòåìû - òåîðèÿ ãðàôîâ è
èõ àâòîìîðôèçìîâ, òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ, òåîðèÿ ïîëóãðóïï, êðèñòàëëî-
ãðàôèÿ, è ìíîãîå äðóãîå. Ñóùåñòâóåò ãðàôè÷åñêèé èíòåðôåéñ XGAP

(http://www.math.rwth-aachen.de/~Max.Neunhoeffer/xgap4), êîòîðûé ðàáîòàåò â
ñðåäå Unix/Linux è ïîçâîëÿåò, íàïðèìåð, ãðàôè÷åñêè èçîáðàçèòü ðåøåòêó ïîäãðóïï
ãðóïïû (ñì. ïðèìåð çäåñü: http://ukrgap.exponenta.ru/Examples/Lattice.htm). Èí-
ôîðìàöèÿ î ñóùåñòâóþùèõ ðàçðàáîòêàõ äëÿ ïðèìåíåíèÿ â òîé èëè ïðîáëåìíîé îáëàñòè
ìîæåò áûòü íàéäåíà íà ñàéòå GAP (http://www.gap-system.org/).

1.3 Èíñòàëëÿöèÿ è çàïóñê ñèñòåìû

Ïðè óñïåøíîì çàïóñêå GAP íà ýêðàíå ïîÿâèòñÿ ýìáëåìà GAP. Ïîñëå íåå áóäåò íàïå÷àòàíà
äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î âåðñèè ñèñòåìû è óñòàíîâëåííûõ êîìïîíåíòàõ, íàïðèìåð:

Ïðèìåð

######### ###### ########### ###

############# ###### ############ ####

############## ######## ############# #####

############### ######## ##### ###### #####

###### # ######### ##### ##### ######

###### ########## ##### ##### #######

##### ##### #### ##### ###### ########

#### ##### ##### ############# ### ####

##### ####### #### #### ########### #### ####

##### ####### ##### ##### ###### #### ####

##### ####### ##### ##### ##### #############

##### ##### ################ ##### #############

###### ##### ################ ##### #############

################ ################## ##### ####

############### ##### ##### ##### ####

############# ##### ##### ##### ####

######### ##### ##### ##### ####

Information at: http://www.gap-system.org

Try '?help' for help. See also '?copyright' and '?authors'

Loading the library. Please be patient, this may take a while.

GAP4, Version: 4.4.10 of 02-Oct-2007, i686-apple-darwin9.1.0-gcc

Components: small 2.1, small2 2.0, small3 2.0, small4 1.0, small5 1.0,

small6 1.0, small7 1.0, small8 1.0, small9 1.0, small10 0.2,

id2 3.0, id3 2.1, id4 1.0, id5 1.0, id6 1.0, id9 1.0, id10 0.1,

trans 1.0, prim 2.1 loaded.

Packages: openmath 06.03.02, GAPDoc 1.1, IO 2.3, AClib 1.1, Polycyclic 2.2,

Alnuth 2.2.5, CrystCat 1.1.2, Cryst 4.1.5, Carat 2.0.2,

http://www.math.rwth-aachen.de/~Max.Neunhoeffer/xgap4
http://ukrgap.exponenta.ru/Examples/Lattice.htm
http://www.gap-system.org/
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AutPGrp 1.2, CRISP 1.3.1, CTblLib 1.1.3, TomLib 1.1.2,

FactInt 1.5.2, FGA 1.1.0.1, HAP 1.8.2, Homology 1.4.2, EDIM 1.2.3,

IRREDSOL 1.1.2, LAGUNA 3.4, Sophus 1.23, Polenta 1.2.7,

ResClasses 2.5.3 loaded.

Òî÷íûé âèä ýòîãî ñîîáùåíèÿ áóäåò çàâèñåòü îò íàáîðà óñòàíîâëåííûõ ïàêåòîâ è èõ ñîâ-
ìåñòèìîñòè ñ îïåðàöèîííîé ñèñòåìîé.

Ïðèãëàøåíèå ñèñòåìû (êîìàíäíàÿ ñòðîêà) èìååò ñëåäóþùèé âèä:
Ïðèìåð

gap>

Äëÿ âûõîäà èç ñèñòåìû ïðèìåíÿåòñÿ êîìàíäà quit; (çàìåòèì, ÷òî ââîä ëþáîé êîìàíäû
çàâåðøàåòñÿ òî÷êîé ñ çàïÿòîé è íàæàòèåì êëàâèøè Enter.

Ïðèìå÷àíèå. Äëÿ äóáëèðîâàíèÿ ââåäåííûõ êîìàíä è âûâîäèìûõ íà ýêðàí ðåçóëüòà-
òîâ â òåêñòîâîì ôàéëå èñïîëüçóåòñÿ êîìàíäà LogTo("filename.log");. Âåäåíèå ôàéëà
ïðîòîêîëà ìîæåò áûòü îñòàíîâëåíî êîìàíäîé LogTo(); (íàïðèìåð, ÷òîáû ïðîñìîòðåòü
åãî ñîäåðæèìîå â äðóãîì îêíå Windows, íå ïðåðûâàÿ ñåàíñà ðàáîòû ñ GAP).

1.4 Ïåðâûå øàãè â GAP

Åñëè Âû âïåðâûå ðàáîòàåòå ñ ñèñòåìîé, Âû ìîæåòå ïîïðîáîâàòü íà÷àòü ÷èòàòü è ââîäèòü
(â ò.÷. ÷åðåç êîïèðîâàíèå è âñòàâêó) ïðèìåðû èç ïåðâûõ ãëàâ �Ââåäåíèÿ â GAP� (GAP
Tutorial) ñ ñàéòà GAP â ôîðìàòå HTML èëè PDF. Â ÷àñòíîñòè, òàì ðàññêàçûâàåòñÿ, êàê
ïîëüçîâàòüñÿ îáøèðíåéøåé äîêóìåíòàöèåé ïî ñèñòåìå. Ñì. òàêæå ëàáîðàòîðíóþ ðàáîòó
�Îñíîâû ðàáîòû ñ ñèñòåìîé GAP â MS Windows� (Ïðèëîæåíèå C.1).

Âû ìîæåòå ïîïðîáîâàòü, íàïðèìåð, èñïîëüçîâàòü GAP êàê ïðîñòåéøèé êàëüêóëÿòîð:
Ïðèìåð

gap> (9 - 7) * (5 + 6);

22

gap> 3^132;

955004950796825236893190701774414011919935138974343129836853841

gap>

Îïðåäåëèòü ïîñëåäíèå ïÿòü èç 12978189 öèôð 45-ãî ÷èñëà Ìåðñåííà 243112609 − 1, íàé-
äåííîãî â àâãóñòå 2008 ã. â õîäå ïðîåêòà GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search,
ñì. http://www.mersenne.org), è ÿâëÿþùåãîñÿ íà ñåãîäíÿ ñàìûì áîëüøèì èç èçâåñòíûõ
íàóêå ïðîñòûõ ÷èñåë:

Ïðèìåð

gap> a:=2^43112609-1;

<<an integer too large to be printed>>

gap> a mod 100000;

52511

http://www.gap-system.org/Manuals/doc/htm/tut/chapters.htm
http://www.gap-system.org/Manuals/doc/tut/manual.pdf
http://www.mersenne.org
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Âû÷èñëèòü íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äâóõ öåëûõ ÷èñåë è íàéòè åãî ëèíåéíîå ïðåä-
ñòàâëåíèå:

Ïðèìåð

gap> Gcd(100, 48);

4

gap> Gcdex(100, 48);

rec( gcd := 4, coeff1 := 1, coeff2 := -2, coeff3 := -12, coeff4 := 25 )

gap> 100*1+48*-2;

4

gap> 100*-12+48*25;

0

Ðàçëîæèòü öåëîå ÷èñëî íà ìíîæèòåëè ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè FactorsInt:
Ïðèìåð

gap> FactorsInt(2^64-1);

[ 3, 5, 17, 257, 641, 65537, 6700417 ]

gap> FactorsInt(2^128-1);

[ 3, 5, 17, 257, 641, 65537, 274177, 6700417, 67280421310721 ]

gap> FactorsInt(2^200-1);

[ 3, 5, 5, 5, 11, 17, 31, 41, 101, 251, 401, 601, 1801, 4051, 8101, 61681,

268501, 340801, 2787601, 3173389601 ]

GAP ïðåäîñòàâëÿåò ðàçíîîáðàçíûå âîçìîæíîñòè äëÿ ðàáîòû ñ ìíîæåñòâàìè, ñïèñêàìè,
ìàòðèöàìè. Íàïðèìåð, ñïèñîê êâàäðàòîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî 10 ìîæíî ïîëó÷èòü
òàê:

Ïðèìåð

gap> List([1..10], x -> x^2);

[ 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100 ]

À ñïèñîê íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 100 è ÿâëÿþùèõñÿ ïðîèçâåäåíèåì òðåõ
ïðîñòûõ ÷èñåë (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ), ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ïðèìåð

gap> Filtered([1..100], x -> Length(Factors(x))=3 );

[ 8, 12, 18, 20, 27, 28, 30, 42, 44, 45, 50, 52, 63, 66, 68, 70, 75, 76, 78,

92, 98, 99 ]

Òåïåðü çàäàäèì ìàòðèöó ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Ïðèìåð

gap> A:=[[1,2,3,4],[4,2,1,5],[-1,10,0,0],[2,-4,7,0]];

[ [ 1, 2, 3, 4 ], [ 4, 2, 1, 5 ], [ -1, 10, 0, 0 ], [ 2, -4, 7, 0 ] ]
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûâåñòè åå íà ýêðàí â óäîáî÷èòàåìîé ôîðìå, èñïîëüçóåòñÿ êîìàíäà
Display:

Ïðèìåð

gap> Display(A);

[ [ 1, 2, 3, 4 ],

[ 4, 2, 1, 5 ],

[ -1, 10, 0, 0 ],

[ 2, -4, 7, 0 ] ]

Âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû:
Ïðèìåð

gap> DeterminantMat(A);

-932

Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé, è ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé ñ äàííîé ìàòðèöåé äîëæíà èìåòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Åãî ìîæíî íàéòè ñ ïî-
ìîùüþ ôóíêöèè SolutionMat( mat, vec ), êîòîðàÿ âîçâðàùàåò âåêòîð-ñòðîêó x òàêóþ,
÷òî x * mat = vec (îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî óìíîæàåòñÿ âåêòîð-ñòðîêà íà ìàòðèöó, à íå
ìàòðèöà íà âåêòîð-ñòîëáåö!). Ïóñòü vec=[1,-1,0,3], òîãäà

Ïðèìåð

gap> v:=SolutionMat(A,[1,-1,0,3]);

[ 519/932, 36/233, -323/932, -243/932 ]

Ïðîâåðèì, ÷òî äåéñòâèòåëüíî áûëî íàéäåíî ðåøåíèå ñèñòåìû:
Ïðèìåð

gap> v*A;

[ 1, -1, 0, 3 ]

Ìîæíî çàäàòü ïîäñòàíîâêè è âû÷èñëèòü èõ ïðîèçâåäåíèå:
Ïðèìåð

gap> (1,2,3);

(1,2,3)

gap> (1,2,3) * (1,2);

(2,3)

Íàéòè ïîäñòàíîâêó, îáðàòíóþ ê äàííîé:
Ïðèìåð

gap> (1,2,3)^-1;

(1,3,2)
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Íàéòè îáðàç òî÷êè ïîä äåéñòâèåì äàííîé ïîäñòàíîâêè:
Ïðèìåð

gap> 2^(1,2,3);

3

Âû÷èñëèòü ïîäñòàíîâêó, ñîïðÿæåííóþ ñ äàííîé ñ ïîìîùüþ äðóãîé ïîäñòàíîâêè:
Ïðèìåð

gap> (1,2,3)^(1,2);

(1,3,2)

Òåïåðü çàäàäèì ãðóïïó, ïîðîæäåííóþ äâóìÿ ïîäñòàíîâêàìè:
Ïðèìåð

gap> s8 := Group( (1,2), (1,2,3,4,5,6,7,8) );

Group([ (1,2), (1,2,3,4,5,6,7,8) ])

Êàê èçâåñòíî, ýòî åñòü íå ÷òî èíîå, êàê ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîäñòàíîâîê 8-é ñòåïåíè.
Òåïåðü ìû ìîæåì âû÷èñëèòü åå êîììóòàíò:

Ïðèìåð

gap> a8 := DerivedSubgroup( s8 );

Group([ (1,2,3), (2,3,4), (2,4)(3,5), (2,6,4), (2,4)(5,7), (2,8,6,4)(3,5) ])

è èññëåäîâàòü åãî ñâîéñòâà - íàéòè åãî ïîðÿäîê, ïðîâåðèòü åãî êîììóòàòèâíîñòü:
Ïðèìåð

gap> Size( a8 ); IsAbelian( a8 );

20160

false

Äðóãèå ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ GAP îïèñàíû â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ äàííîãî ìåòî-
äè÷åñêîãî ïîñîáèÿ, à òàêæå â äîêóìåíòàöèè íà àíãëèéñêîì ÿçûêå, êîòîðàÿ íå
òîëüêî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ñèñòåìû (ñì. êàòàëîã gap4r4/doc), íî è äîñòóïíà äëÿ
ïðîñìîòðà è çàãðóçêè â ôîðìàòàõ HTML è PDF íà ñàéòå ñèñòåìû ïî àäðåñó
http://www.gap-system.org/Doc/manuals.html. Êðîìå òîãî, â ðàçäåëå �Èçó÷àåì àëãåáðó
ñ GAP� ñàéòà Óêðàèíñêîé ãðóïïû ïîëüçîâàòåëåé GAP (http://ukrgap.exponenta.ru/)
ñîäåðæèòñÿ ñåðèÿ ïðèìåðîâ ê êóðñó àëãåáðû è òåîðèè ÷èñåë.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íîâîñòåé ðåêîìåíäóåì ïîäïèñàòüñÿ íà ðàññûëêó íîâîñòåé Óêðàèí-
ñêîé ãðóïïû ïîëüçîâàòåëåé GAP (http://subscribe.ru/catalog/science.exact.gap/),
à òàêæå íà GAP Forum (http://mail.gap-system.org/mailman/listinfo/forum) - àíãëî-
ÿçû÷íûé ôîðóì äëÿ îáñóæäåíèÿ ñâÿçàííûõ ñ GAP âîïðîñîâ, ñîîáùåíèé îá îáíîâëåíèÿõ,
íîâûõ âåðñèÿõ, ïàêåòàõ, êîíôåðåíöèÿõ è äð. ñâÿçàííûõ ñ GAP ñîáûòèÿõ.

Æåëàåì Âàì ïðèÿòíîé ðàáîòû ñ ñèñòåìîé GAP!

http://www.gap-system.org/Doc/manuals.html
http://ukrgap.exponenta.ru/
http://subscribe.ru/catalog/science.exact.gap/
http://mail.gap-system.org/mailman/listinfo/forum


Ãëàâà 2

ßçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ GAP

2.1 Ñèìâîëû è êàòåãîðèè ñëîâ â GAP

GAP âîñïðèíèìàåò ñëåäóþùèå ñèìâîëû: öèôðû, áóêâû (âåðõíèé è íèæíèé ðåãèñòðû),
ïðîáåë, ñèìâîëû òàáóëÿöèè è íîâîé ñòðîêè, à òàêæå ñïåöèàëüíûå ñèìâîëû:

" ` ( ) * + , _ #

. / : ; < = > ~ &

[ \ ] ^ _ { } !

Ñîñòàâëåííûå èç ñèìâîëîâ ñëîâà îòíîñÿòñÿ ê ñëåäóþùèì êàòåãîðèÿì:

• êëþ÷åâûå ñëîâà (çàðåçåðâèðîâàííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóêâ íèæíåãî ðåãèñòðà)

• èäåíòèôèêàòîðû (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öèôð è áóêâ, ñîäåðæàùàÿ íå ìåíåå îäíîé
áóêâû è íå ÿâëÿþùàÿñÿ êëþ÷åâûì ñëîâîì)

• ñòðîêè (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîèçâîëüíûõ ñèìâîëîâ, çàêëþ÷åííàÿ â äâîéíûå êà-
âû÷êè)

• öåëûå ÷èñëà (ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öèôð)

• îïåðàòîðû è îãðàíè÷èòåëè â ñîîòâåòñòâèè ñî ñëåäóþùèì ñïèñêîì:

+ - * / ^ ~ !.

= <> < <= > >= ![

:= . .. -> , ; !{

[ ] { } ( ) :

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðîáåëû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîâûøåíèÿ óäîáî÷èòàåìî-
ñòè òåêñòà, òàê êàê ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîáåëîâ âîñïðèíèìàåòñÿ GAP êàê îäèí
ïðîáåë. Òàêèì îáðàçîì, êîìàíäà

13
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if i<0 then a:=-i;else a:=i;fi;

ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

if i < 0 then # åñëè i îòðèöàòåëüíîå

a := -i;

else # èíà÷å

a := i;

fi;

2.2 Êëþ÷åâûå ñëîâà

Êëþ÷åâûìè ñëîâàìè GAP ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñëîâà:

and do elif else end fi

for function if in local mod

not od or repeat return then

until while quit QUIT break rec

continue

2.3 Èäåíòèôèêàòîðû

Èäåíòèôèêàòîðû ñîñòîÿò èç áóêâ, öèôð, ñèìâîëîâ ïîä÷åðêèâàíèÿ _, è äîëæíû ñîäåð-
æàòü íå ìåíåå îäíîé áóêâû èëè ñèìâîëà ïîä÷åðêèâàíèÿ _. Ïðè ýòîì ðåãèñòð ÿâëÿåòñÿ
ñóùåñòâåííûì. Ïðèìåðû èäåíòèôèêàòîðîâ:

a foo LongIdentifier

hello Hello HELLO

x100 100x _100

underscores_case MixedCase

2.4 Âûðàæåíèÿ

Ïðèìåðàìè âûðàæåíèé ÿâëÿþòñÿ: ïåðåìåííûå, îáðàùåíèÿ ê ôóíêöèÿì, öåëûå ÷èñëà,
ïåðåñòàíîâêè, ñòðîêè, ôóíêöèè, ñïèñêè, çàïèñè. Ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ èç íèõ ìîãóò
áûòü ñîñòàâëåíû áîëåå ñëîæíûå âûðàæåíèÿ. Îïåðàòîðû ðàçáèòû íà òðè êëàññà:

• îïåðàòîðû ñðàâíåíèÿ: = <> < <= > >= in

• àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàòîðû: + - * / mod ^
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• ëîãè÷åñêèå îïåðàòîðû: not and or

Ïðèìåð 1:
Ïðèìåð

gap>2*2;; #äâà çíàêà ";" ïîäàâëÿþò âûâîä íà ýêðàí

gap>2*2+9=Fibonacci(7) and Fibonacci(13) in Prime;

true

Ñëåäóåò ðàçëè÷àòü ãëîáàëüíûå è ëîêàëüíûå ïåðåìåííûå, ðàçëè÷èÿ êîòîðûõ ìîæíî âè-
äåòü èç ñëåäóþùåãî ïðèìåðà: Ïðèìåð 2:

g := 0; # ãëîáàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ g

x := function ( a, b, c )

local y;

g := c; # c - àðãóìåíò ôóíêöèè x

y := function ( y )

local d, e, f;

d := y; # y - àðãóìåíò ôóíêöèè y

e := b; # b - àðãóìåíò ôóíêöèè x

f := g; # g - ãëîáàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ g

return d + e + f;

end;

return y(a); # y-ëîêàëüíàÿ ïåðåìåííàÿ ôóíêöèè x

end;

2.5 Îáðàùåíèÿ ê ôóíêöèÿì

Ôîðìàò:

function-var()

function-var( arg-expr {, arg-expr} )

Ïðèìåð 1:
Ïðèìåð

gap> Fibonacci( 11 ); # îáðàùåíèå ê ôóíêöèè "Fibonacci" ñ àðãóìåíòîì 11

89

Ïðèìåð 2: îáðàùåíèå ê îïåðàöèè RightCosets, â êîòîðîì âòîðîé àðãóìåíò îïðåäåëÿåòñÿ
îáðàùåíèåì ê äðóãîé ôóíêöèè

Ïðèìåð

gap> RightCosets( G, Intersection( U, V ) );
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2.6 Ñðàâíåíèå âûðàæåíèé

Ôîðìàò:

left-expr = right-expr

left-expr <> right-expr

left-expr < right-expr

left-expr > right-expr

left-expr <= right-expr

left-expr >= right-expr

Îïåðàòîðû = è <> ïðîâåðÿþò ñîîòâåòñòâåííî ðàâåíñòâî è íåðàâåíñòâî, âîçâðàùàÿ true

èëè false. Çàìåòüòå, ÷òî ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî ñðàâíèâàòü ëþáûå îáúåêòû, ò.å. ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè = è <> íèêîãäà íå áóäåò ïîëó÷åíî ñîîáùåíèå îá îøèáêå. Äëÿ êàæäîãî òèïà
îáúåêòîâ îïðåäåëåíèå ðàâåíñòâà ìîæåò îòëè÷àòüñÿ è îïèñàíî â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàçäå-
ëå ñïðàâî÷íîãî ðóêîâîäñòâà. Îáúåêòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçëè÷íûì ñåìåéñòâàì (families)
âñåãäà ðàçëè÷íû, ò.å. = ïðèâåäåò ê false, è <> - ê true. Êðîìå òîãî, â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ
äëÿ íèõ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî îòíîøåíèå �ìåíüøå�. Îïåðàòîðû ñðàâíåíèÿ èìåþò áîëü-
øèé ïðèîðèòåò ïî ñðàâíåíèþ ñ ëîãè÷åñêèìè îïåðàòîðàìè, íî ìåíüøèé ïî ñðàâíåíèþ ñ
àðèôìåòè÷åñêèìè. Íàïðèìåð, a*b = c and d èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ((a*b)=c) and d).
Åùå îäèí ïðèìåð (ñðàâíåíèå, ëåâàÿ ÷àñòü êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèåì ):

Ïðèìåð

gap> 2 * 2 + 9 = Fibonacci(7);

true

2.7 Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàòîðû

Ôîðìàò:

+ right-expr

- right-expr

left-expr + right-expr

left-expr - right-expr

left-expr * right-expr

left-expr / right-expr

left-expr mod right-expr

left-expr ^ right-expr

Çíà÷åíèå, êàê ïðàâèëî, çàâèñèò îò òèïà îïåðàíäîâ. mod îïðåäåëåí òîëüêî äëÿ öåëûõ è
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Äëÿ ýëåìåíòà ãðóïïû ^ îçíà÷àåò âîçâåäåíèå â ñòåïåíü, åñëè ïðà-
âûé îïåðàíä - öåëîå ÷èñëî, à åñëè îí - ýëåìåíò ãðóïïû, òî ñîïðÿæåíèå ñ åãî ïîìîùüþ.
Ïðèîðèòåò îïåðàòîðîâ (ïî óáûâàíèþ):

• ^
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• óíàðíûå + è -

• *, /, mod

• + è -

Ïðèìåð:

-2 ^ -2 * 3 + 1

îçíà÷àåò

(-(2 ^ (-2)) * 3) + 1

Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàòîðû èìåþò íàèâûñøèé ïðèîðèòåò ïî ñðàâíåíèþ ñ îïåðàòîðàìè
ñðàâíåíèÿ è ëîãè÷åñêèìè îïåðàòîðàìè.

2.8 Ïðèñâàèâàíèÿ

Êîìàíäàìè â GAP íàçûâàþòñÿ: ïðèñâàèâàíèÿ, âûçîâû ïðîöåäóð, ñòðóêòóðû if, while,
repeat, for, à òàêæå êîìàíäà return. Âñå êîìàíäû çàêàí÷èâàþòñÿ òî÷êîé ñ çàïÿòîé �;�.
Ïðèñâàèâàíèÿ èìåþò ôîðìàò

var := expr;

Ïðèìåð:
Ïðèìåð

gap> data:= rec( numbers:= [ 1, 2, 3 ] );

rec( numbers := [ 1, 2, 3 ] )

gap> data.string:= "string";; data;

rec( numbers := [ 1, 2, 3 ], string := "string" )

gap> data.numbers[2]:= 4;; data;

rec( numbers := [ 1, 4, 3 ], string := "string" )

2.9 Âûçîâ ïðîöåäóðû

Ôîðìàò:

procedure-var();

procedure-var( arg-expr {, arg-expr} );
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Ðàçëè÷èå ìåæäó ïðîöåäóðàìè è ôóíêöèÿìè ââåäåíî äëÿ óäîáñòâà, GAP æå èõ íå ðàçëè-
÷àåò. Ôóíêöèÿ âîçâðàùàåò çíà÷åíèå, íî íå ïðîèçâîäèò ïîáî÷íûõ ýôôåêòîâ. Ïðîöåäóðà
íå âîçâðàùàåò íèêàêîãî çíà÷åíèÿ, íî ïðîèçâîäèò êàêîå-ëèáî äåéñòâèå (íàïðèìåð, ïðîöå-
äóðû Print, Append, Sort).

2.10 Êîìàíäà IF

Ôîðìàò:

if bool-expr1 then statements1

{ elif bool-expr2 then statements2 }

[ else statements3 ]

fi;

Ïðè ýòîì ÷àñòåé elif ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî èëè íè îäíîé. ×àñòü else

òàêæå ìîæåò îòñóòñòâîâàòü. Ïðèìåð 1: â êîìàíäàõ

if expr1 then

if expr2 then stats1

else stats2 fi;

fi;

else îòíîñèòñÿ êî âòîðîìó if, òîãäà êàê â êîìàíäàõ

if expr1 then

if expr2 then stats1 fi;

else stats2

fi;

else îòíîñèòñÿ ê ïåðâîìó if. Ïðèìåð 2:
Ïðèìåð

gap> i := 10;;

gap> if 0 < i then

> s := 1;

> elif i < 0 then

> s := -1;

> else

> s := 0;

> fi;

gap> s; # çíàê i

1
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2.11 Öèêë WHILE

Ôîðìàò:

while bool-expr do statements od;

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìàíä statements âûïîëíÿåòñÿ, ïîêà èñòèííî óñëîâèå bool-expr.
Ïðè ýòîì ñíà÷àëà ïðîâåðÿåòñÿ óñëîâèå, à çàòåì, åñëè îíî èñòèííî, âûïîëíÿþòñÿ êî-
ìàíäû. Åñëè óæå ïðè ïåðâîì îáðàùåíèè óñëîâèå ëîæíî, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìàíä
statements íå âûïîëíèòñÿ íè ðàçó. Ïðèìåð:

Ïðèìåð

gap> i := 0;; s := 0;;

gap> while s <= 200 do

> i := i + 1; s := s + i^2;

> od;

gap> s;

204

2.12 Öèêë REPEAT

Ôîðìàò:

repeat statements until bool-expr;

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìàíä statements âûïîëíÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå áóäåò âûïîë-
íÿòüñÿ óñëîâèå bool-expr. Ïðè ýòîì ñíà÷àëà âûïîëíÿþòñÿ êîìàíäû, à çàòåì ïðîâåðÿ-
åòñÿ óñëîâèå. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîì íà÷àëüíîì çíà÷åíèè óñëîâèÿ íàáîð êîìàíä
statements âûïîëíèòñÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí ðàç. Ïðèìåð (âû÷èñëåíèå íàèìåíüøåé
ñóììû êâàäðàòîâ ïåðâûõ n ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïðåâûøàþùåé 200):

Ïðèìåð

gap> i := 0;; s := 0;;

gap> repeat

> i := i + 1; s := s + i^2;

> until s > 200;

gap> s;

204

2.13 Öèêë FOR

Ôîðìàòû:
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for simple-var in list-expr do statements od;

for variable in iterator do statements od;

for variable in object do statements od;

Â ïåðâîì âàðèàíòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìàíä statements âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî
ýëåìåíòà èç ñïèñêà list-expr. Öèêë for ýêâèâàëåíòåí öèêëó while:

loop-list := list;

loop-index:= 1;

while loop-index <= Length(loop-list) do

variable := loop-list[loop-index];

...

statements

...

loop-index := loop-index+1;

od;

Ñïèñîê list ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ. Êîìàíäà

for variable in [from..to] do statements od;

ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðîñòðàíåííîé â äðóãèõ ÿçûêàõ êîìàíäå

for variable from from to to do statements od;

Ïðèìåð:
Ïðèìåð

gap> s := 0;;

gap> for i in [1..100] do

> s := s + i;

> od;

gap> s;

5050

Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå èçìåíåíèå ñïèñêà ïðèâîäèò ê âûïîëíåíèþ êîìàíä äëÿ íîâûõ åãî
ýëåìåíòîâ:

Ïðèìåð

gap> l := [ 1, 2, 3, 4, 5, 6 ];;

gap> for i in l do
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> Print( i, " " );

> if i mod 2 = 0 then Add( l, 3*i/2 ); fi;

> od; Print( "\n" );

1 2 3 4 5 6 3 6 9 9

gap> l;

[ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 3, 6, 9, 9 ]

À â ñëåäóþùåì - íå ïðèâîäèò:
Ïðèìåð

gap> l := [ 1, 2, 3, 4, 5, 6 ];;

gap> for i in l do

> Print( i, " " );

> l := [];

> od; Print( "\n" );

1 2 3 4 5 6

gap> l;

[ ]

Òåïåðü ðàññìîòðèì îñòàâøèåñÿ äâà âàðèàíòà öèêëà FOR:

for variable in iterator do statements od;

for variable in object do statements od;

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ñíà÷àëà ââåñòè íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå îáúåêòû, ñ
êîòîðûìè ðàáîòàåò GAP. Êàæäûé îáúåêò èìååò ñâîéòèï. Òèï îáúåêòà - ýòî èíôîðìàöèÿ,
êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøèòü, ïðèìåíèìà ëè ê îáúåêòó äàííàÿ îïåðà-
öèÿ, è, äëÿ âûáîðà ìåòîäà åå ïðèìåíåíèÿ â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà. Íàïðèìåð,
òèï äâóõ îáúåêòîâ îïðåäåëÿåò, ìîãóò ëè îíè áûòü óìíîæåíû äðóã íà äðóãà, è åñëè äà, òî
êàêèì ñïîñîáîì. Àíàëîãè÷íî, òèï îáúåêòà îïðåäåëÿåò, ìîæåò ëè áûòü âû÷èñëåí ïîðÿäîê
(ðàçìåð) ýòîãî îáúåêòà, è åñëè äà, òî êàê. Òèï îáúåêòà ñîñòîèò èç äâóõ îñíîâíûõ ÷àñòåé,
õàðàêòåðèçóþùèõ ðàçíûå àñïåêòû îáúåêòà, à èìåííî èç ñåìåéñòâà, ê êîòîðîìó îí ïðè-
íàäëåæèò, è èç íàáîðà ôèëüòðîâ. Ñåìåéñòâî îïðåäåëÿåò îòíîøåíèå äàííîãî îáúåêòà ê
äðóãèì îáúåêòàì. Íàïðèìåð, ñåìåéñòâî îáðàçóþò âñå ïîäñòàíîâêè. Äðóãîé ïðèìåð ñåìåé-
ñòâà - ñåìåéñòâî âñåõ êîëëåêöèé (collections), ïîäñòàíîâîê. Ïîñëåäíåå ñåìåéñòâî ñîäåðæèò
ìíîæåñòâî âñåõ ãðóïï ïîäñòàíîâîê â êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâà. Òðåòèé ïðèìåð - ñåìåéñòâî
âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé ñ êîýôôèöèåíòàìè èç íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà. Ôèëüòð ìîæ-
íî îïèñàòü êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü true è false, õàðàêòåðèçóþùóþ ñîîòâåòñòâóþùèå
ïàðàìåòðû äàííîãî òèïà îáúåêòîâ (íàïðèìåð, IsAbelian, IsPrime, IsGroup è ò.ï.). Õîòÿ
ïðè âûáîðå ìåòîäà ôèëüòðû íå ðàçëè÷àþòñÿ ïî èõ ïðîèñõîæäåíèþ è ïðèìåíåíèþ, èõ
ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü (ñ íåáîëüøèìè èñêëþ÷åíèÿìè) íà êàòåãîðèè, ïðåäñòàâëåíèÿ,
ñâîéñòâà, à òàêæå òåñòåðû àòðèáóòîâ. Íàáîð ýëåìåíòîâ, ëåæàùèõ â îäíîì ñåìåéñòâå,
íàçûâàåòñÿ êîëëåêöèåé. Ïðèìåðàìè êîëëåêöèé ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûå ñïèñêè, à òàêæå äî-
ìåíû (domain) - òàê â GAP íàçûâàþòñÿ ìíîæåñòâà ñ äîïîëíèòåëüíîé ñòðóêòóðîé, íàïðè-
ìåð, ãðóïïà, êëàññ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ, âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî è ò.ä. Ïóñòü òåïåðü C
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- êîëëåêöèÿ. Òîãäà èòåðàòîð Iterator(C) ïîçâîëÿåò îðãàíèçîâàòü ïåðåáîð âñåõ ýëåìåí-
òîâ ýòîé êîëëåêöèè áåç ïîâòîðåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå öèêë FOR ýêâèâàëåíòåí ñëåäóþùåìó
öèêëó:

while not IsDoneIterator(iterator) do

variable := NextIterator(iterator)

statements

od;

Åñëè æå D - äîìåí, òî ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ öèêëà âèäà

for variable in domain do

äîëæåí áûòü òàêèì æå, êàê ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ öèêëà âèäà

for variable in AsList(D) do

Åñëè â öèêëå FOR îáúåêò object íå ÿâëÿåòñÿ ñïèñêîì èëè èòåðàòîðîì, òî áóäåò âû÷èñ-
ëÿòüñÿ Iterator(object). Åñëè ýòî âû÷èñëåíèå áóäåò óñïåøíûì, òî áóäåò ðåàëèçîâàí
ïåðåáîð ïî èòåðàòîðó.

Ïðèìåð

gap> g := Group((1,2,3,4,5),(1,2)(3,4)(5,6));

Group([ (1,2,3,4,5), (1,2)(3,4)(5,6) ])

gap> count := 0;; sumord := 0;;

gap> for x in g do

> count := count + 1; sumord := sumord + Order(x); od;

gap> count;

120

gap> sumord;

471

Òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ èñïîëüçóåò íàìíîãî ìåíüøå ïàìÿòè, òàê êàê èòåðàòîð ìîæåò áûòü
íàìíîãî áîëåå êîìïàêòíûì, ÷åì ñïèñîê âñåõ ýëåìåíòîâ. Èç öèêëà FOR ìîæíî âûéòè äî
åãî âûïîëíåíèÿ, èñïîëüçóÿ îïåðàòîð break. Ýòî îñîáåííî ýôôåêòèâíî â êîìáèíàöèè ñ
öèêëîì ïî èòåðàòîðó, íàïðèìåð, äëÿ ïîèñêà ýëåìåíòà ñ íóæíûì ñâîéñòâîì â íåêîòîðîì
äîìåíå. Ýòîò îïåðàòîð ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí òîëüêî âíóòðè öèêëà.

Ïðèìåð

gap> g := Group((1,2,3,4,5),(1,2)(3,4)(5,6));

Group([ (1,2,3,4,5), (1,2)(3,4)(5,6) ])

gap> for x in g do

> if Order(x) = 3 then

> break;
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> fi; od;

gap> x;

(1,4,3)(2,6,5)

Îïåðàòîð continue îòìåíÿåò âûïîëíåíèå îñòàâøåéñÿ ÷àñòè öèêëà è ïåðåõîäèò ñðàçó ê
âûïîëíåíèþ ñëåäþùåé èòåðàöèè. Ýòîò îïåðàòîð òàêæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí òîëüêî
âíóòðè öèêëà.

Ïðèìåð

gap> g := Group((1,2,3),(1,2));

Group([ (1,2,3), (1,2) ])

gap> for x in g do

> if Order(x) = 3 then

> continue;

> fi; Print(x,"\n"); od;

()

(2,3)

(1,3)

(1,2)

2.14 Ôóíêöèè

Ôîðìàò:

function ( [ arg-ident {, arg-ident} ] )

[ local loc-ident {, loc-ident} ; ]

statements

end

Ïðèìåð ôóíêöèè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò n-å ÷èñëî Ôèáîíà÷÷è:
Ïðèìåð

gap> fib := function ( n )

> local f1, f2, f3, i;

> f1 := 1; f2 := 1;

> for i in [3..n] do

> f3 := f1 + f2; f1 := f2; f2 := f3;

> od;

> return f2;

> end;;

gap> List( [1..10], fib );

[ 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55 ]

Òó æå ôóíêöèþ ìîæíî îïðåäåëèòü ðåêóðñèâíî:
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Ïðèìåð

gap> fib := function ( n )

> if n < 3 then

> return 1;

> else

> return fib(n-1) + fib(n-2);

> fi;

> end;;

gap> List( [1..10], fib );

[ 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55 ]

Çàìåòèì, ÷òî ðåêóðñèâíàÿ âåðñèÿ òðåáóåò 2fib(n)−1 øàãîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ fib(n), òîãäà
êàê èòåðàòèâíàÿ òðåáóåò òîëüêî n−2 øàãà. Îáå ôóíêöèè, îäíàêî, íå ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëü-
íûìè, òàê êàê áèáëèîòå÷íàÿ ôóíêöèÿ Fibonacci òðåáóåò ïîðÿäêà log(n) øàãîâ. Çàïèñü
arg-ident -> expr ÿâëÿåòñÿ êðàòêîé çàïèñüþ äëÿ ôóíêöèè

function ( arg-ident ) return expr; end

Çäåñü arg-ident - îäèí èäåíòèôèêàòîð, ò.å. òàêèì îáðàçîì íåëüçÿ çàäàòü ôóíêöèþ îò
íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Ïðèìåð òèïè÷íîãî èñïîëüçîâàíèÿ òàêîé çàïèñè:

Ïðèìåð

gap> Sum( List( [1..100], x -> x^2 ) );

338350

2.15 Êîìàíäà RETURN

Ôîðìàò:

return;

return expr;

Ïåðâàÿ ôîðìà ïðåðûâàåò âûïîëíåíèå âíóòðåííåé (ïðè âûçîâå îäíîé ôóíêöèè èç äðóãîé)
ôóíêöèè è ïåðåäàåò óïðàâëåíèå âûçûâàþùåé ôóíêöèè, íå âîçâðàùàÿ ïðè ýòîì íèêàêîãî
çíà÷åíèÿ. Âòîðàÿ, êðîìå òîãî, âîçâðàùàåò çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ expr.



Ãëàâà 3

Ñòðóêòóðû äàííûõ â GAP

3.1 Êîíñòàíòû è îïåðàòîðû

Îñíîâíûå ïðèíöèïû çàäàíèÿ êîíñòàíò è äåéñòâèé íàä íèìè âèäíû èç ñëåäóþùèõ ïðè-
ìåðîâ:

Àðèôìåòè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ:
Ïðèìåð

gap> 12345/25;

2469/5

gap> -3; 17 - 23;

-3

-6

gap> 3^132;

955004950796825236893190701774414011919935138974343129836853841

Äåéñòâèÿ ñ ïîäñòàíîâêàìè:
Ïðèìåð

gap> (1,2,3);

(1,2,3)

gap> (1,2,3) * (1,2);

(2,3)

gap> (1,2,3)^-1;

(1,3,2)

gap> 2^(1,2,3);

3

gap> (1,2,3)^(1,2);

(1,3,2)

Çàäàíèå ñèìâîëüíûõ êîíñòàíò:
Ïðèìåð

gap> 'a';

'a'

gap> "abc";

25
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"abc"

3.2 Ïåðåìåííûå è ïðèñâàèâàíèÿ

Ïîðÿäîê ïðèñâàèâàíèÿ äåìîíñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèìåðîì:
Ïðèìåð

gap> a:= (9 - 7) * (5 + 6);

22

gap> a;

22

gap> a:= 10;

10

gap> a * (a + 1);

110

Ïðèìå÷àíèå 1. Ïîñëå ïðèñâàèâàíèÿ ïðèñâîåííîå çíà÷åíèå îòîáðàæàåòñÿ â ñëåäóþùåé
ñòðîêå âûâîäà. Ýòî ìîæíî ïîäàâèòü, åñëè çàâåðøèòü êîìàíäó äâóìÿ çíàêàìè ; âìåñòî
îäíîãî:

Ïðèìåð

gap> w:= 2;;

Ïðèìå÷àíèå 2. Âñÿêèé ðàç, êîãäà GAP âîçâðàùàåò çíà÷åíèå, ïå÷àòàÿ åãî â ñëåäóþùåé
ïîñëå êîìàíäû ñòðîêå, ýòî çíà÷åíèå ïðèñâàèâàåòñÿ ïåðåìåííîé ñ èìåíåì last:

Ïðèìåð

gap> (9 - 7) * (5 + 6);

22

gap> a:= last;

22

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ïåðåìåííûå last2 è last3.

3.3 Ôóíêöèè

GAP ñîäåðæèò áîëåå 4000 ñòàíäàðòíûõ ôóíêöèé. Ïðèìåð îáðàùåíèÿ ê íåñêîëüêèì èç
íèõ ïðèâåäåí íèæå:

Ïðèìåð

gap> Factorial(17);

355687428096000

gap> Gcd(1234, 5678);

2

gap> Print(1234, "\n");

1234
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Êðîìå òîãî, ïîëüçîâàòåëü ìîæåò ââîäèòü ñîáñòâåííûå ôóíêöèè. Íàèáîëåå ïðîñòî ýòî
äåëàåòñÿ òàê:

Ïðèìåð

gap> cubed:= x -> x^3;

function( x ) ... end

gap> cubed(5);

125

Äðóãîé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé è ïðîöåäóð èçëîæåí â ïóíêòàõ 2.14 è 3.12. Ðåêî-
ìåíäàöèè ïî ðàçðàáîòêå ïðîãðàìì íà ÿçûêå GAP ñîäåðæàòñÿ â Ïðèëîæåíèè A.

3.4 Ñïèñêè

Ñïèñîê ÿâëÿåòñÿ çàêëþ÷åííûì â êâàäðàòíûå ñêîáêè íàáîðîì îáúåêòîâ, ðàçäåëåííûõ
çàïÿòûìè. Íàïðèìåð, ñïèñîê èç ïåðâûõ äåñÿòè ïðîñòûõ ÷èñåë ìîæíî çàäàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Ïðèìåð

gap> primes:=[2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29];

[ 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 ]

Çàòåì ê íåìó ìîæíî äîáàâèòü ñëåäóþùèå äâà ïðîñòûõ ÷èñëà:
Ïðèìåð

gap> Append(primes, [31, 37]);

gap> primes;

[ 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37 ]

Åñëè äîáàâëÿåòñÿ òîëüêî îäèí ýëåìåíò, ýòî ìîæíî ñäåëàòü è ïî-äðóãîìó:
Ïðèìåð

gap> Add(primes, 41);

gap> primes;

[ 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41 ]

Óêàçàòü îòäåëüíûé ýëåìåíò ñïèñêà ìîæíî ïî åãî íîìåðó â ñïèñêå:
Ïðèìåð

gap> primes[7];

17

Ýòîò æå ìåõàíèçì ïîçâîëÿåò ïðèñâîèòü çíà÷åíèå ñóùåñòâóþùåìó èëè íîâîìó ýëåìåíòó
ñïèñêà (ôóíêöèÿ Length îïðåäåëÿåò äëèíó ñïèñêà):
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Ïðèìåð

gap> Length(primes);

13

gap> primes[14]:= 43;

43

gap> primes;

[ 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43 ]

Ïðè ýòîì çíà÷åíèå íå îáÿçàòåëüíî äîëæíî ïðèñâàèâàòüñÿ ñëåäóþùåìó ýëåìåíòó ñïèñêà.
Íàïðèìåð, åñëè äâàäöàòûì ïðîñòûì ÷èñëîì ÿâëÿåòñÿ 71, ìû ìîæåì ñðàçó ïðèñâîèòü
çíà÷åíèå 71 äâàäöàòîìó ýëåìåíòó ñïèñêà primes, ïðîïóñêàÿ íåäîñòàþùèå ýëåìåíòû. Ïî-
ëó÷åííûé ñïèñîê áóäåò èìåòü äëèíó 20:

Ïðèìåð

gap> primes[20]:= 71;

71

gap> primes;

[ 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43,,,,,, 71 ]

gap> Length(primes);

20

Ñïèñîê äîëæåí áûòü ñîçäàí ïåðåä çàäàíèåì åãî ýëåìåíòà (íàïðèìåð, áûòü ïóñòûì ñïèñ-
êîì [ ] ):

Ïðèìåð

gap> lll[1]:= 2;

Variable: 'lll' must have a value

gap> lll:= [];;

gap> lll[1]:= 2;

2

Ôóíêöèÿ Position âîçâðàùàåò íîìåð ïåðâîãî ýëåìåíòà ñïèñêà, èìåþùåãî çàäàííîå çíà-
÷åíèå. Åñëè â ñïèñêå íåò ýëåìåíòà ñ çàäàííûì çíà÷åíèåì, ôóíêöèÿ âîçâðàùàåò false:

Ïðèìåð

gap> Position(primes, 17);

7

gap> Position(primes, 20);

fail

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âñåõ ïðèâåäåííûõ âûøå èçìåíåíèÿõ ñïèñêà primes äëèíà ñïèñêà èç-
ìåíÿëàñü àâòîìàòè÷åñêè. Ôóíêöèÿ IsBound äëÿ ñïèñêîâ ïîêàçûâàåò, ñîäåðæèò ëè ñïèñîê
ýëåìåíò ñ çàäàííûì íîìåðîì (äëÿ çàïèñåé - ñîäåðæèò ëè çàïèñü óêàçàííîå ïîëå):
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Ïðèìåð

gap> k:= [ , 2, 3, , 5, , 7, , , , 11 ];;

gap> IsBound(k[7]); IsBound(k[4]); IsBound(k[20]);

true

false

false

Ñïèñîê ìîæåò ñîñòîÿòü èç îáúåêòîâ ðàçëè÷íûõ òèïîâ, íàïðèìåð:
Ïðèìåð

gap> lll:= [true, "This is a String",,, 3];

[ true, "This is a String",,, 3 ]

Äàëåå, ñïèñîê ìîæåò ÿâëÿòüñÿ ÷àñòüþ äðóãîãî ñïèñêà:
Ïðèìåð

gap> lll[3]:= [4,5,6];;

gap> lll;

[ true, "This is a String", [ 4, 5, 6 ],, 3 ]

è äàæå ÷àñòüþ ñàìîãî ñåáÿ:
Ïðèìåð

gap> lll[4]:= lll;

[ true, "This is a String", [ 4, 5, 6 ], ~, 3 ]

Çäåñü çíàê ~ â ÷åòâåðòîé ïîçèöèè îáîçíà÷àåò îáúåêò, âûâîä êîòîðîãî íà ýêðàí (ïå÷àòü)
ïðîèçâîäèòñÿ â äàííûé ìîìåíò. Ñòðîêè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñïèñêîâ, è ïå÷àòà-
þòñÿ áåç ðàçäåëèòåëåé. Ïðèìåðû çàäàíèÿ ñòðîê è îïåðàöèé íàä íèìè:

Ïðèìåð

gap> s1:=['H','e','l','l','o',' ','w','o','r','l','d','.'];

"Hello world."

gap> s2 := "Hello world.";

"Hello world."

gap> s1 = s2;

true

gap> s2[7];

'w'

Èçâëå÷åíèå è èçìåíåíèå ïîäìíîæåñòâ ñïèñêà ïðîèçâîäèò îïåðàòîð { }:
Ïðèìåð

gap> sl := lll{ [ 1, 2, 3 ] };

[ true, "This is a String", [ 4, 5, 6 ] ]
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gap> sl{ [ 2, 3 ] } := [ "New String", false ];

[ "New String", false ]

gap> sl;

[ true, "New String", false ]

3.5 Òîæäåñòâåííîñòü è ðàâåíñòâî ñïèñêîâ

Äëÿ èçó÷åíèÿ ñïîñîáîâ óïðàâëåíèÿ ñëîæíûìè ñòðóêòóðàìè äàííûõ â GAP âàæíî ïî-
íèìàòü ðàçëè÷èÿ ìåæäó òîæäåñòâåííûìè è ðàâíûìè îáúåêòàìè. Â äàííîì ðàçäåëå ýòî
ðàçëè÷èå äåìîíñòðèðóåòñÿ íà ïðèìåðå ñïèñêîâ. Àíàëîãè÷íûå ïðèìåðû ìîãóò áûòü ïîäî-
áðàíû è äëÿ çàïèñåé.

Äâà ñïèñêà ðàâíû (ò.å. îïåðàòîð ñðàâíåíèÿ = âîçâðàùàåò true) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíè èìåþò îäèíàêîâóþ äëèíó è èõ ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû ðàâíû.

Ïðèìåð

gap> numbers:= primes;

[ 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43,,,,,, 71 ]

gap> numbers = primes;

true

Òåïåðü èçìåíèì ñïèñîê numbers è ñíîâà ñðàâíèì åãî ñ primes:
Ïðèìåð

gap> primes[3]:= 4;

4

gap> numbers = primes;

true

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñïèñêè numbers è primes ñíîâà ðàâíû, à ðàñïå÷àòàâ ñïèñîê primes, ìû
óâèäèì, ÷òî primes[3]=4. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ñïèñêè primes è numbers íå òîëüêî
ðàâíû, íî è èäåíòè÷íû. Èäåíòèôèêàòîðû primes è numbers óêàçûâàþò íà îäèí è òîò æå
ñïèñîê, è èçìåíåíèÿ â íåì ïðîèñõîäÿò ïðè óêàçàíèè ëþáîãî èç åãî èìåí. Ïðèñâàèâàíèå
numbers:= primes ñîçäàåò íå íîâûé ñïèñîê, à òîëüêî íîâîå èìÿ äëÿ óæå ñóùåñòâóþùåãî
ñïèñêà.

Åñëè íåîáõîäèìî èçìåíèòü ñïèñîê, ñîâïàäàþùèé ïî ñîäåðæàíèþ ñ primes òàêèì îáðà-
çîì, ÷òîáû ñàì ñïèñîê primes ïðè ýòîì íå èçìåíèëñÿ, íåîáõîäèìî ñîçäàòü êîïèþ ñïèñêà
primes ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ShallowCopy (â ñëåäóþùåì ïðèìåðå ïðåäâàðèòåëüíî âîññòà-
íîâèì ñòàðîå çíà÷åíèÿ primes):

Ïðèìåð

gap> primes[3]:= 5;

5

gap> primes;

[ 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43,,,,,, 71 ]

gap> numbers:= ShallowCopy(primes);

[ 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43,,,,,, 71 ]
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gap> numbers = primes;

true

gap> numbers[3]:= 4;

4

gap> numbers = primes;

false

Ïðèìå÷àíèå. Åäèíñòâåííûìè îáúåêòàìè, êîòîðûå ìîãóò áûòü èçìåíåíû òàêèì ñïîñîáîì,
ÿâëÿþòñÿ ñïèñêè è çàïèñè, ò.ê. òîëüêî ýòè îáúåêòû â GAP ìîãóò ñîñòîÿòü èç äðóãèõ
îáúåêòîâ. Íàïðèìåð, ïîñëå âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ êîìàíä çíà÷åíèÿ i è j áóäóò ñîîò-
âåòñòâåííî ðàâíû 2 è 1:

Ïðèìåð

gap> i:= 1;; j:= i;; i:= i+1;;

Óïðàæíåíèå. Îáúÿñíèòü, ÷òî ïðîèñõîäèò â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ êîìàíä:
Ïðèìåð

gap> l:= [];

[ ]

gap> l:= [l];

[ [ ] ]

gap> l[1]:= l;

[ ~ ]

3.6 Ìíîæåñòâà

Ìíîæåñòâàìè â GAP íàçûâàþòñÿ ñïèñêè ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ðàñïî-
ëîæåíû ïîñëåäîâàòåëüíî (ò.å. íå ñîäåðæàò ïðîáåëîâ, êàê, íàïðèìåð, ñïèñîê [ 2, 3, 5,

, , , , , , , 31, 37, 41 ]), óïîðÿäî÷åíû (ïîðÿäîê ñîðòèðîâêè GAP îïðåäåëÿåò ñàìî-
ñòîÿòåëüíî) è âñòðå÷àþòñÿ â ñïèñêå òîëüêî îäèí ðàç. Ìíîæåñòâà, êàê è ñïèñêè, ìîãóò
ñîäåðæàòü îáúåêòû ðàçëè÷íûõ òèïîâ.

Ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îáúåêò ìíîæåñòâîì, ìîæíî ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè IsSet. Äëÿ
êàæäîãî ñïèñêà ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ìíîæåñòâî, ïîëó÷àåìîå ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèè Set.

Ïðèìåð

gap> fruits:=["apple", "strawberry", "cherry", "plum", "apple"];;

gap> IsSet(fruits);

false

gap> fruits:= Set(fruits);

[ "apple", "cherry", "plum", "strawberry" ]

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì èñõîäíûé ñïèñîê fruits áûë èçìåíåí.
Äëÿ ïðîâåðêè ïðèíàäëåæíîñòè îáúåêòà ìíîæåñòâó èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð in. Åãî

òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîâåðêè ïðèíàäëåæíîñòè ê ñïèñêó, îäíàêî â ïåðâîì
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ñëó÷àå ïðîâåðêà âûïîëíÿåòñÿ áûñòðåå, ò.ê. ñîðòèðîâêà ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äâîè÷íûé
ïîèñê âìåñòî ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïåðåáîðà.

Ïðèìåð

gap> "apple" in fruits;

true

gap> "banana" in fruits;

false

Äîáàâèòü ê ìíîæåñòâó íîâûé ýëåìåíò ìîæíî ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè AddSet (îáðàòèòå âíè-
ìàíèå íà ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ýëåìåíòîâ):

Ïðèìåð

gap> AddSet(fruits, "banana");

gap> fruits;

[ "apple", "banana", "cherry", "plum", "strawberry" ]

gap> AddSet(fruits, "apple");

gap> fruits; # 'fruits' íå èçìåíèëîñü

[ "apple", "banana", "cherry", "plum", "strawberry" ]

Ïåðåñå÷åíèå, îáúåäèíåíèå è ðàçíîñòü ìíîæåñòâ îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé
Intersection, Union è Difference. Ïðè ýòîì àðãóìåíòû ìîãóò áûòü îáû÷íûìè ñïèñ-
êàìè, òîãäà êàê ðåçóëüòàò âñåãäà áóäåò ÿâëÿòüñÿ ìíîæåñòâîì.

Ïðèìåð

gap> breakfast:= ["tea", "apple", "egg"];

[ "tea", "apple", "egg" ]

gap> Intersection(breakfast, fruits);

[ "apple" ]

gap> Difference(breakfast,fruits);

[ "egg", "tea" ]

Òå æå îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè ïðîèçâîäÿò ôóíêöèè IntersectSet, UniteSet è
RemoveSet, íî îíè íå âîçâðàùàþò ðåçóëüòàò, à çàìåíÿþò èì ïåðâûé àðãóìåíò.

3.7 Âåêòîðû è ìàòðèöû

Âåêòîð ÿâëÿåòñÿ íå ñîäåðæàùèì ïðîáåëîâ ñïèñêîì ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ îáùåìó
ïîëþ.

Ïðèìåð

gap> v:= [3, 6, 2, 5/2];

[ 3, 6, 2, 5/2 ]

gap> IsRowVector(v);

true
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Âåêòîðû óìíîæàþòñÿ íà ñêàëÿðû èç ëþáîãî ïîëÿ, ñîäåðæàùåãî äàííîå. Óìíîæåíèå äâóõ
âåêòîðîâ ðàâíîé äëèíû äàåò èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Ïðèìåð

gap> 2 * v;

[ 6, 12, 4, 5 ]

gap> v * 1/3; # ýòî ýêâèâàëåíòíî êîìàíäå v/3;

[ 1, 2, 2/3, 5/6 ]

gap> v * v; # ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå v íà ñåáÿ

221/4

Ìàòðèöà - ñïèñîê âåêòîðîâ îäèíàêîâîé äëèíû, íå ñîäåðæàùèé ïðîáåëîâ:
Ïðèìåð

gap> m:= [[1, -1, 1],

> [2, 0, -1],

> [1, 1, 1]];

[ [ 1, -1, 1 ], [ 2, 0, -1 ], [ 1, 1, 1 ] ]

gap> m[2][1];

2

Ìàòðèöû ìîæíî óìíîæàòü íà ñêàëÿðû, âåêòîðû è äðóãèå ìàòðèöû (ïðè ýòîì óìíîæåíèå
îáîáùàåòñÿ è âîçìîæíî òàêæå ïðè íåñîòâåòñòâèè ðàçìåðîâ):

Ïðèìåð

gap> m:= [[1, 2, 3, 4],

> [5, 6, 7, 8],

> [9,10,11,12]];

[ [ 1, 2, 3, 4 ], [ 5, 6, 7, 8 ], [ 9, 10, 11, 12 ] ]

gap> Display(m);

[ [ 1, 2, 3, 4 ],

[ 5, 6, 7, 8 ],

[ 9, 10, 11, 12 ] ]

gap> [1, 0, 0, 0] * m;

[ 1, 2, 3, 4 ]

gap> [1, 0, 0] * m;

[ 1, 2, 3, 4 ]

gap> m * [1, 0, 0];

[ 1, 5, 9 ]

gap> m * [1, 0, 0, 0];

[ 1, 5, 9 ]

gap> m * [0, 1, 0, 0];

[ 2, 6, 10 ]

Çàìåòèì, ÷òî óìíîæåíèå âåêòîðà íà ìàòðèöó ïðèâîäèò ê ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñòðîê
ìàòðèöû, òîãäà êàê óìíîæåíèå ìàòðèöû íà âåêòîð ïðèâîäèò ê ëèíåéíîé êîìáèíàöèè åå
ñòîëáöîâ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå âåêòîð ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âåêòîð-ñòîëáåö.

Ïîäìàòðèöû èçâëåêàþòñÿ èëè èçìåíÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ôèãóðíûõ ñêîáîê:
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Ïðèìåð

gap> sm := m{ [ 1, 2 ] }{ [ 3, 4 ] };

[ [ 3, 4 ], [ 7, 8 ] ]

gap> sm{ [ 1, 2 ] }{ [2] } := [[1],[-1]];

[ [ 1 ], [ -1 ] ]

gap> sm;

[ [ 3, 1 ], [ 7, -1 ] ]

Ïåðâàÿ ïàðà ñêîáîê óêàçûâàåò âûáðàííûå ñòðîêè, âòîðàÿ - ñòîëáöû.

3.8 Çàïèñè

Äðóãîé ñïîñîá ñîçäàíèÿ íîâûõ ñòðóêòóð äàííûõ - çàïèñè. Êàê è ñïèñêè, çàïèñè - íà-
áîðû äðóãèõ îáúåêòîâ (êîòîðûå íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè, èëè ïîëÿìè), îáðàùåíèå ê
êîòîðûì ïðîèñõîäèò íå ïî íîìåðó, à ïî èìåíè.

Ïðèìåð

gap> date:= rec(year:=1992, month:="Jan", day:=13);

rec( year := 1992, month := "Jan", day := 13 )

Èçíà÷àëüíî çàïèñü îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàçäåëåííûé çàïÿòûìè ñïèñîê ïðèñâàèâàíèé çíà-
÷åíèé åå ïîëÿì. Äëÿ îáðàùåíèÿ ê çíà÷åíèþ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîëÿ çàïèñè íåîáõîäèìî
óêàçàòü èìÿ çàïèñè è èìÿ ïîëÿ, ðàçäåëèâ èõ òî÷êîé. Îïðåäåëèâ çàïèñü, â äàëüíåéøåì
ìîæíî äîáàâëÿòü ê íåé íîâûå ïîëÿ.

Ïðèìåð

gap> date.year;

1992

gap> date.time:=rec(hour:=19,minute:=23,second:=12);

rec( hour := 19, minute := 23, second := 12 )

gap> date;

rec( year := 1992, month := "Jan", day := 13,

time := rec( hour := 19, minute := 23, second := 12 ) )

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ëè îáúåêò çàïèñüþ, ïðèìåíÿåòñÿ ôóíêöèÿ IsRecord. Ñòðóê-
òóðó çàïèñè ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè RecNames:

Ïðèìåð

gap> RecNames(date);

[ "year", "month", "day", "time" ]

Óïðàæíåíèå. ×òî ïðîèñõîäèò â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ êîìàíä:
Ïðèìåð

gap> r:= rec();
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rec(

)

gap> r:= rec(r:= r);

rec(

r := rec(

) )

gap> r.r:= r;

rec(

r := ~ )

3.9 Àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåññèè

Äðóãèì ñïåöèàëüíûì âèäîì ñïèñêîâ ÿâëÿþòñÿ öåëî÷èñëåííûå êîíå÷íûå àðèôìåòè÷åñêèå
ïðîãðåññèè. Îíè îïèñûâàþòñÿ ïåðâûì, âòîðûì è ïîñëåäíèì ýëåìåíòàìè, ðàçäåëåííûìè
ñîîòâåòñòâåííî çàïÿòîé èëè äâóìÿ òî÷êàìè, è çàêëþ÷åííûìè â êâàäðàòíûå ñêîáêè. Åñëè
ïðîãðåññèÿ ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë, âòîðîé ýëåìåíò ìîæåò áûòü îïóùåí.

Ïðèìåð

gap> [1..999999]; #íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 999999

[ 1 .. 999999 ]

gap> [1,2..999999];#ýêâèâàëåíòíî ïðåäûäóùåé êîìàíäå

[ 1 .. 999999 ]

gap> [1,3..999999]; # çäåñü øàã ðàâåí 2

[ 1, 3 .. 999999 ]

gap> Length( last );

500000

gap> [ 999999, 999997 .. 1 ];

[ 999999, 999997 .. 1 ]

3.10 Èñïîëüçîâàíèå öèêëîâ

Ïðèìåð 1: âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèå ïîäñòàíîâîê, ÿâëÿþùèõñÿ ýëåìåíòàìè ñïèñêà.
Ïðèìåð

gap> pp:=[(1,3,2,6,8)(4,5,9), (1,6)(2,7,8)(4,9),

> (1,5,7)(2,3,8,6), (1,8,9)(2,3,5,6,4),

> (1,9,8,6,3,4,7,2) ];;

gap> prod:= ();

()

gap> for p in pp do

> prod:= prod * p;

> od;

gap> prod;

(1,8,4,2,3,6,5)

Ïðèìåð 2: âû÷èñëåíèå n! äëÿ n = 15.
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Ïðèìåð

gap> ff:= 1;

1

gap> for i in [1..15] do

> ff:= ff * i;

> od;

gap> ff;

1307674368000

Ïðèìåð 3: ðàçëîæèòü íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ÷èñëî 1333, èñïîëüçóÿ ñïèñîê ïðîñòûõ ÷èñåë
primes.

Ïðèìåð

gap> n:= 1333;

1333

gap> factors:= [];

[ ]

gap> for p in primes do

> while n mod p = 0 do

> n:= n/p;

> Add(factors, p);

> od;

> od;

gap> factors;

[ 31, 43 ]

gap> n;

1

Òàê êàê n=1, òî ïðîöåññ çàâåðøåí (ëåãêî ïðîâåðèòü, óìíîæèâ 31 íà 43).
Ïðèìåð 4: ñîñòàâèòü ñïèñîê ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâûøàþùèõ 1000 (ôóíêöèÿ Unbind

èñêëþ÷àåò ýëåìåíò èç ñïèñêà).
Ïðèìåð

gap> primes:= [];

[ ]

gap> numbers:= [2..1000];

[ 2 .. 1000 ]

gap> for p in numbers do

> Add(primes, p);

> for n in numbers do

> if n mod p = 0 then

> Unbind(numbers[n-1]);

> fi;

> od;

> od;
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3.11 Äàëüíåéøèå îïåðàöèè ñî ñïèñêàìè

Ñóùåñòâóåò áîëåå óäîáíûé ñïîñîá óìíîæåíèÿ ýëåìåíòîâ ñïèñêà èç ÷èñåë èëè ïîäñòàíî-
âîê.

Ïðèìåð

gap> Product([1..15]);

1307674368000

gap> Product(pp);

(1,8,4,2,3,6,5)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàáîòàåò ôóíêöèÿ Sum.
Ïðèìåð 1:
Àðãóìåíòàìè ôóíêöèè List ÿâëÿåòñÿ ñïèñîê è èìÿ ôóíêöèè. Â ðåçóëüòàòå áóäóò ñî-

çäàí ñïèñîê çíà÷åíèé çàäàííîé ôóíêöèè íà ýëåìåíòàõ çàäàííîãî ñïèñêà. Íàïðèìåð, äëÿ
íàõîæäåíèÿ êóáà ÷èñëà ðàíåå áûëà îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ cubed. Ñîñòàâèì ñ åå ïîìîùüþ
ñïèñîê êóáîâ ÷èñåë îò 2 äî 10.

Ïðèìåð

gap> List([2..10], cubed);

[ 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000 ]

×òîáû ñëîæèòü âñå ýòè âåëè÷èíû, ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ôóíêöèþ Sum ê ïîñëåäíåìó
ñïèñêó. Ýòî æå ìîæíî ñäåëàòü, èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ cubed â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî
àðãóìåíòà ôóíêöèè Sum:

Ïðèìåð

gap> Sum(last) = Sum([2..10], cubed);

true

Ïðèìåð 2: ïîëó÷åíèå ñïèñêà ïðîñòûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ 30, èç ñïèñêà primes ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèè Filtered:

Ïðèìåð

gap> Filtered(primes, x-> x < 30);

[ 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 ]

Ïðèìåð 3: îïåðàòîð { } èçâëåêàåò ÷àñòü ñïèñêà, îïðåäåëÿåìóþ íîìåðàìè íà÷àëüíîãî è
êîíå÷íîãî ýëåìåíòîâ ñïèñêà:

Ïðèìåð

gap> primes{ [1 .. 10] };

[ 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 ]
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3.12 Ôóíêöèè

Ðàíåå áûëî ïîêàçàíî, êàê îáðàòèòüñÿ ê áèáëèîòå÷íûì, ò.å. ñòàíäàðòíûì ôóíêöèÿì GAP.
Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿùåí ðàçðàáîòêå íîâûõ ôóíêöèé.

Ïðèìåð 1: çàäàòü ïðîñòåéøóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ïå÷àòàåò íà ýêðàíå òåêñò �hello,
world!�.

Ïðèìåð

gap> sayhello:= function()

> Print("hello, world!\n");

> end;

function( ) ... end

Ïðè ýòîì äîáàâëåíèå ê ñòðîêå âûâîäà ñèìâîëà \n ïðèâåäåò ê òîìó, ÷òî ñëåäóþùåå ïðèãëà-
øåíèå GAP ïîÿâèòñÿ íà íîâîé ñòðîêå, à íå íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå íàïå÷àòàííîãî òåêñòà.

Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè íà÷èíàåòñÿ ñ êëþ÷åâîãî ñëîâà function, ïîñëå êîòîðîãî â ñêîá-
êàõ óêàçûâàþòñÿ ôîðìàëüíûå ïàðàìåòðû. Ñêîáêè íåîáõîäèìû è â òîì ñëó÷àå, åñëè ïà-
ðàìåòðû îòñóòñòâóþò. Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà îòñóòñòâèå òî÷êè ñ çàïÿòîé ïîñëå
ïåðâîé êîìàíäû. Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè çàâåðøàåòñÿ êëþ÷åâûì ñëîâîì end.

Ôóíêöèÿ ïîñëå åå îïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òàêîé æå ïåðåìåííîé, êàê è öåëûå ÷èñëà,
ñóììû è ñïèñêè, è ìîæåò áûòü ïðèñâîåíà äðóãîé ïåðåìåííîé. Çàâåðøàþùèé çíàê �;� â
ïðèâåäåííîì ïðèìåðå íå ïðèíàäëåæèò ê îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè, à çàâåðøàåò åå ïðèñâî-
åíèå èìåíè sayhello. Ïîñëå ýòîãî, â îòëè÷èå îò äðóãèõ ïðèñâàèâàíèé, çíà÷åíèå ôóíê-
öèè sayhello îòîáðàæàåòñÿ â ñîêðàùåííîé ôîðìå function( ) ... end, îòîáðàæàþùåé
òîëüêî åå ôîðìàëüíûå ïàðàìåòðû, êàê íàèáîëåå èíòåðåñíóþ ÷àñòü.

Ïîëíîå çíà÷åíèå sayhello ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Print:
Ïðèìåð

gap> Print(sayhello, "\n");

function ( )

Print( "hello, world!\n" );

return;

end

Îáðàùåíèå ê äàííîé ôóíêöèè ïðîèçîéäåò ïî êîìàíäå sayhello():
Ïðèìåð

gap> sayhello();

hello, world!

Îäíàêî äàííûé ïðèìåð íå ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì, òàê êàê ââåäåííàÿ íàìè ôóíêöèÿ íå
âîçâðàùàåò íè îäíî çíà÷åíèå, à òîëüêî ïå÷àòàåò òåêñò.

Ïðèìåð 2: çàäàíèå ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùåé çíàê ÷èñëà.
Ïðèìåð

gap> sign:= function(n)

> if n < 0 then
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> return -1;

> elif n = 0 then

> return 0;

> else

> return 1;

> fi;

> end;

function( n ) ... end

gap> sign(0); sign(-99); sign(11);

0

-1

1

Ïðèìåð 3: ×èñëà Ôèáîíà÷÷è îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóðñèâíî: f (1) = f (2) = 1, f (n) = f (n-1)
+ f (n-2).

Òàê êàê ôóíêöèÿ â GAP ìîæåò îáðàùàòüñÿ ñàìà ê ñåáå, òî ôóíêöèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ
n-ãî ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è ìîæåò áûòü çàäàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ïðèìåð

gap> fib:= function(n)

> if n in [1, 2] then

> return 1;

> else

> return fib(n-1) + fib(n-2);

> fi;

> end;

function( n ) ... end

gap> fib(15);

610

Óïðàæíåíèå: Äîáàâèòü ê äàííîé ôóíêöèè ïðîâåðêó òîãî, ÷òî n ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì
÷èñëîì.

Ïðèìåð 4: Ôóíêöèÿ gcd, âû÷èñëÿþùàÿ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äâóõ öåëûõ ÷è-
ñåë ïî àëãîðèòìó Åâêëèäà, òðåáóåò ñîçäàíèÿ ëîêàëüíûõ ïåðåìåííûõ â äîïîëíåíèå ê ôîð-
ìàëüíûì ïàðàìåòðàì. Îïèñàíèå ëîêàëüíûõ ïåðåìåííûõ, åñëè îíè åñòü, äîëæíî ïðåäøå-
ñòâîâàòü âñåì îïåðàòîðàì, âõîäÿùèì â îïðåäåëåíèå ôóíêöèè.

Ïðèìåð

gap> gcd:= function(a, b)

> local c;

> while b <> 0 do

> c:= b;

> b:= a mod b;

> a:= c;

> od;

> return c;

> end;

function( a, b ) ... end

gap> gcd(30, 63);
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3

Ïðèìåð 5: Cîñòàâèì ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò êîëè÷åñòâî ðàçëîæåíèé íàòóðàëüíîãî
÷èñëà (ðàçëîæåíèåì äàííîãî ÷èñëà íàçûâàåòñÿ íåâîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà äàííîìó ÷èñëó). Âñå ìíîæåñòâî ðàçëîæåíèé äëÿ
äàííîãî ÷èñëà n ìîæåò áûòü ðàçäåëåíî íà ïîäìíîæåñòâà â çàâèñèìîñòè îò ìàêñèìàëüíî-
ãî ýëåìåíòà ðàçëîæåíèÿ. Òîãäà êîëè÷åñòâî ðàçëîæåíèé äëÿ n ðàâíÿåòñÿ ñóììå ïî âñåì
âîçìîæíûì i êîëè÷åñòâ ðàçëîæåíèé äëÿ n-i, ýëåìåíòû êîòîðûõ ìåíüøå, ÷åì i. Îáîáùàÿ
ýòî, ïîëó÷àåì, ÷òî êîëè÷åñòâî ðàçëîæåíèé ÷èñëà n, ýëåìåíòû êîòîðûõ ìåíüøå, ÷åì m,
ÿâëÿåòñÿ ñóììîé (ïî i < m,n) êîëè÷åñòâà ðàçëîæåíèé äëÿ n-i ñ ýëåìåíòàìè, ìåíüøèìè,
÷åì i. Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ:

Ïðèìåð

gap> nrparts:= function(n)

> local np;

> np:= function(n, m)

> local i, res;

> if n = 0 then

> return 1;

> fi;

> res:= 0;

> for i in [1..Minimum(n,m)] do

> res:= res + np(n-i, i);

> od;

> return res;

> end;

> return np(n,n);

> end;

function( n ) ... end

Æåëàÿ ñîñòàâèòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ èìååò îäèí àðãóìåíò, ìû ðåøèëè ïîñòàâëåííóþ
çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ ðåêóðñèâíîé ïðîöåäóðû ñ äâóìÿ àðãóìåíòàìè. Ïîýòîìó ïîíàäîáèëîñü
ôàêòè÷åñêè ââåñòè äâå ôóíêöèè. Åäèíñòâåííîé çàäà÷åé îäíîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ âûçîâ
äðóãîé ñ äâóìÿ ðàâíûìè àðãóìåíòàìè.

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ np ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíîé ïî îòíîøåíèþ ê nrparts. Îíà ìîãëà áû
áûòü îïðåäåëåíà è íåçàâèñèìî, íî òîãäà èäåíòèôèêàòîð np óæå íå ìîã áû áûòü èñïîëü-
çîâàí äëÿ äðóãèõ öåëåé, à åñëè áû ýòî âñå-òàêè ïðîèçîøëî, ôóíêöèÿ nrparts íå ìîãëà
áû îáðàòèòüñÿ ê ôóíêöèè np.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ôóíêöèþ np, èìåþùóþ äâå ëîêàëüíûå ïåðåìåííûå res è i. Ïå-
ðåìåííàÿ res èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñóììèðîâàíèÿ, i - ïàðàìåòð öèêëà. Âíóòðè öèêëà îïÿòü
ïðîèñõîäèò îáðàùåíèå ê ôóíêöèè np, íî óæå ñ äðóãèìè àðãóìåíòàìè. Îäíàêî äëÿ áûñò-
ðîäåéñòâèÿ ïðîãðàììû ïðåäïî÷òèòåëüíåå èçáåãàòü ðåêóðñèâíûõ ïðîöåäóð, åñëè òîëüêî
ìîæíî áåç íèõ îáîéòèñü.

Óïðàæíåíèå: Ïðåäëîæèòü ðåøåíèå ïîñëåäíåé çàäà÷è, íå èñïîëüçóÿ ðåêóðñèâíûå ïðî-
öåäóðû.



Ãëàâà 4

Îïåðàöèè íàä ãðóïïàìè è èõ

ýëåìåíòàìè

4.1 Çàäàíèå ãðóïïû ïîäñòàíîâîê

Äàííûé ðàçäåë ïîñâÿùåí îïåðàöèÿì íàä ãðóïïàìè è èõ ýëåìåíòàìè. Ïðèâåäåííûå íèæå
ïðèìåðû èñïîëüçóþò ãðóïïû ïîäñòàíîâîê, íî áîëüøèíñòâî èñïîëüçóåìûõ â íèõ ôóíêöèé
(â ò.÷. Group, Size, SylowSubgroup) ïðèìåíÿåòñÿ è ê äðóãèì èñïîëüçóåìûì â GAP âèäàì
ãðóïï, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ ïî ñïåöèàëüíîìó àëãîðèòìó.

Çàäàäèì ãðóïïó ïîäñòàíîâîê, êîòîðàÿ ïîðîæäàåòñÿ (çàïèñàííûìè â âèäå ïðîèçâåäå-
íèÿ íåçàâèñèìûõ öèêëîâ) ïîäñòàíîâêàìè (12) è (12345678). Ýòà ãðóïïà åñòü íå ÷òî èíîå,
êàê ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà S8:

Ïðèìåð

gap> s8:= Group( (1,2), (1,2,3,4,5,6,7,8) );

Group([ (1,2), (1,2,3,4,5,6,7,8) ])

4.2 Çàäàíèå ïîäãðóïïû ãðóïïû ïîäñòàíîâîê

Ãðóïïà S8 ñîäåðæèò çíàêîïåðåìåííóþ ãðóïïó A8, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü çàäàíà êàê ïîä-
ãðóïïà, ñîñòîÿùàÿ èç ÷åòíûõ ïîäñòàíîâîê, èëè êàê åå êîììóòàíò:

Ïðèìåð

gap> a8 := DerivedSubgroup( s8 );

Group([ (1,2,3), (2,3,4), (3,4,5), (2,6)(3,4), (3,7)(4,5), (3,5,6,7)(4,8) ])

Åñëè îáðàùåíèå ê îáúåêòó ïðîèñõîäèò ÷àñòî, óäîáíî ïðèñâîèòü åìó èìÿ. Â ýòîì ñëó÷àå
ïðè ñëåäóþùèõ îáðàùåíèÿõ ê îáúåêòó âìåñòî åãî ïðåäñòàâëåíèÿ áóäåò âûâîäèòüñÿ íà
ïå÷àòü åãî èìÿ:

Ïðèìåð

gap> SetName(a8,"A8");

gap> a8;

41
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A8

Íåñìîòðÿ íà îòñóòñòâèå ñâÿçè ìåæäó èìåíåì è èäåíòèôèêàòîðîì, èõ æåëàòåëüíî âûáè-
ðàòü ñîãëàñîâàííî.

4.3 Ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà ãðóïïû. Ñèëîâñêèå ïîäãðóïïû

Èçó÷èì ãðóïïó a8. Îíà ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì, ñïèñîê èçâåñòíûõ ñâîéñòâ è àòðèáóòîâ êîòî-
ðîãî ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ïðèìåð

gap> KnownPropertiesOfObject(a8);

[ "IsFinite", "CanEasilyCompareElements", "CanEasilySortElements",

"IsDuplicateFree", "IsGeneratorsOfMagmaWithInverses", "IsAssociative",

"IsSimpleSemigroup", "IsFinitelyGeneratedGroup",

"IsSubsetLocallyFiniteGroup", "KnowsHowToDecompose" ]

gap> KnownAttributesOfObject(a8);

[ "Name", "OneImmutable", "ParentAttr", "LargestMovedPoint",

"GeneratorsOfMagmaWithInverses", "MultiplicativeNeutralElement",

"StabChainMutable", "StabChainOptions" ]

Ýòîò ñïèñîê ìîæåò ðàñøèðÿòüñÿ â ïðîöåññå ðàáîòû ñ îáúåêòîì, òàê êàê ìíîãèå ôóíêöèè
ñîõðàíÿþò èíôîðìàöèþ î íåì â íîâûõ àòðèáóòàõ è ñâîéñòâàõ, ÷òî ïîçâîëÿåò ýôôåê-
òèâíî èçáåãàòü ïîâòîðíûõ âû÷èñëåíèé. Íàïðèìåð, íàéäåì ïîðÿäîê ãðóïïû. Âèäíî, ÷òî
ñêîðîñòü åãî ïîâòîðíîãî îïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâåííî âûøå, òàê êàê âìåñòî åãî âû÷èñëåíèÿ
ïðîñòî âûâîäèòñÿ íà ïå÷àòü åãî óæå ñîõðàíåííîå çíà÷åíèå.

Ïðèìåð

gap> Size( a8 );

20160

gap> time;

6

gap> Size( a8 );

20160

gap> time;

6

Òåïåðü ïðîâåðèì, ÿâëÿåòñÿ ëè ãðóïïà àáåëåâîé è ñîâåðøåííîé:
Ïðèìåð

gap> IsAbelian( a8 ); IsPerfect( a8 );

false

true

Ñðàâíèì òåïåðü ñïèñîê èçâåñòíûõ ñâîéñòâ è àòðèáóòîâ ñ ïåðâîíà÷àëüíûì è óâèäèì, ÷òî
äîáàâèëèñü ê íèì íîâûå:
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Ïðèìåð

gap> KnownPropertiesOfObject(a8);

[ "IsEmpty", "IsTrivial", "IsNonTrivial", "IsFinite",

"CanEasilyCompareElements", "CanEasilySortElements", "IsDuplicateFree",

"IsGeneratorsOfMagmaWithInverses", "IsAssociative", "IsCommutative",

"IsSimpleSemigroup", "IsFinitelyGeneratedGroup",

"IsSubsetLocallyFiniteGroup", "KnowsHowToDecompose", "IsPerfectGroup" ]

gap> KnownAttributesOfObject(a8);

[ "Name", "Size", "OneImmutable", "ParentAttr", "LargestMovedPoint",

"GeneratorsOfMagmaWithInverses", "TrivialSubmagmaWithOne",

"MultiplicativeNeutralElement", "DerivedSubgroup", "StabChainMutable",

"StabChainOptions" ]

Òåïåðü ïîëó÷èì ñïèñîê ïðîñòûõ äåëèòåëåé ïîðÿäêà ãðóïïû:
Ïðèìåð

gap> Set( Factors( Size( a8 ) ) );

[ 2, 3, 5, 7 ]

Äëÿ êàæäîãî èç ïðîñòûõ äåëèòåëåé p âû÷èñëèì ñèëîâñêóþ p-ïîäãðóïïó è íàïå÷àòàåì åå
ïîðÿäîê:

Ïðèìåð

gap> for p in last do

> Print(p, " : ", Size(SylowSubgroup(a8,p)),"\n");

> od;

2 : 64

3 : 9

5 : 5

7 : 7

Èññëåäóåì ñèëîâñêóþ 2-ïîäãðóïïó. Îáîçíà÷èì åå syl2:
Ïðèìåð

gap> syl2:=SylowSubgroup(a8,2);

Group([ (1,5)(4,8), (1,5)(2,7), (3,6)(4,8), (2,3)(6,7), (1,4)(2,3)(5,8)(6,7),

(1,2)(3,4)(5,7)(6,8) ])

Òåïåðü âû÷èñëèì åå íîðìàëèçàòîð â a8:
Ïðèìåð

gap> Normalizer( a8, syl2 );

Group([ (1,5)(4,8), (1,5)(3,6), (2,7)(4,8), (2,3)(6,7), (1,4)(2,3)(5,8)(6,7),

(1,6)(2,8)(3,5)(4,7) ])

Ïðîâåðèì, ÷òî îí ñîâïàäàåò ñ íåé ñàìîé:
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Ïðèìåð

gap> last = syl2;

true

Âû÷èñëèì öåíòð ïîäãðóïïû syl2:
Ïðèìåð

gap> Centre(syl2);

Group([ (1,5)(2,7)(3,6)(4,8) ])

Íàéäåì öåíòðàëèçàòîð cent ïîñëåäíåé ïîäãðóïïû â a8, ò.å. ïîäãðóïïó ýëåìåíòîâ à8,
ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñ êàæäûì ýëåìåíòîì öåíòðà ãðóïïû syl2:

Ïðèìåð

gap> cent:= Centralizer( a8, last );

Group([ (1,5)(2,7)(3,6)(4,8), (3,4)(6,8), (3,6)(4,8), (2,3)(6,7), (1,2)(5,7)

])

Íàéäåì åãî ïîðÿäîê:
Ïðèìåð

gap> Size( cent );

192

Âû÷èñëèì ðÿä êîììóòàíòîâ cent:
Ïðèìåð

gap> DerivedSeries(cent);

[ Group([ (1,5)(2,7)(3,6)(4,8), (3,4)(6,8), (3,6)(4,8), (2,3)(6,7),

(1,2)(5,7) ]), Group([ (1,6,7)(2,5,3), (2,3,8)(4,7,6), (1,5)(3,6) ]),

Group([ (1,7)(2,5)(3,8)(4,6), (1,5)(2,7), (3,6)(4,8), (1,3)(2,8)(4,7)(5,6),

(1,3)(2,4)(5,6)(7,8) ]), Group([ (1,5)(2,7)(3,6)(4,8) ]), Group(()) ]

Ïîñëåäíèé ýëåìåíò ïîëó÷åííîãî ñïèñêà - òðèâèàëüíàÿ ïîäãðóïïà, ïîýòîìó cent - ðàç-
ðåøèìàÿ ãðóïïà. Ïîðÿäêè ïîäãðóïï, âõîäÿùèõ â ðÿä êîììóòàíòîâ (ïðîèçâîäíûé ðÿä)
óäîáíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ïðèìåð

gap> List( last, Size );

[ 192, 96, 32, 2, 1 ]

Âû÷èñëèì òåïåðü íèæíèé öåíòðàëüíûé ðÿä ãðóïïû cent:
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Ïðèìåð

gap> LowerCentralSeries(cent);

[ Group([ (1,5)(2,7)(3,6)(4,8), (3,4)(6,8), (3,6)(4,8), (2,3)(6,7),

(1,2)(5,7) ]), Group([ (1,6,7)(2,5,3), (2,3,8)(4,7,6), (1,5)(3,6) ]) ]

4.4 Äðóãèå âèäû ïîäãðóïï

Òåïåðü ïîêàæåì, êàê íàéòè ñòàáèëèçàòîð íåêîòîðîãî ýëåìåíòà ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì
äåéñòâóåò ãðóïïà ïîäñòàíîâîê. Êàê âèäíî èç ñëåäóþùåãî ïðèìåðà, ñòàáèëèçàòîðîì åäè-
íèöû ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïà ïîðÿäêà 2520 è èíäåêñà 8, ïîðîæäåííàÿ ïÿòüþ ïîäñòàíîâêàìè:

Ïðèìåð

gap> stab:= Stabilizer( a8, 1 );

Group([ (2,3,4), (3,4,5), (2,6)(3,4), (3,7)(4,5), (3,5,6,7)(4,8) ])

gap> Size(stab);

2520

gap> Index(a8,stab);

8

Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Random ïîëó÷èì ñëó÷àéíûé ýëåìåíò èç a8:
Ïðèìåð

gap> x:=Random( a8 );

(1,7,6,5)(4,8)

Íîâûå ïîäãðóïïû ìîãóò áûòü òåïåðü ïîëó÷åíû ïóòåì ïîèñêà åãî öåíòðàëèçàòîðà, à çàòåì
êîìáèíàöèé ñîïðÿæåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ óæå èçâåñòíûõ ïîäãðóïï.

Ïðèìåð

gap> cent:=Centralizer(a8,x);

Group([ (1,7,6,5)(4,8), (2,3)(4,8) ])

gap> Size(cent);

8

gap> conj:= ConjugateSubgroup( cent, (2,3,4) );

Group([ (1,7,6,5)(2,8), (2,8)(3,4) ])

gap> inter:= Intersection( cent, conj );

Group([ (1,6)(5,7) ])

Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå ìû âû÷èñëèì ïîäãðóïïó ãðóïïû a8, çàòåì åå íîðìàëèçàòîð è
â èòîãå îïðåäåëèì ñòðóêòóðó ôàêòîðãðóïïû. Ñíà÷àëà ñîçäàäèì ýëåìåíòàðíóþ àáåëåâó
ïîäãðóïïó ïîðÿäêà 8:

Ïðèìåð

gap> elab := Group( (1,2)(3,4)(5,6)(7,8), (1,3)(2,4)(5,7)(6,8),

> (1,5)(2,6)(3,7)(4,8) );;
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gap> Size( elab );

8

gap> IsElementaryAbelian( elab );

true

Òåïåðü ïðèñâîèì åé èìÿ è âû÷èñëèì åå íîðìàëèçàòîð:
Ïðèìåð

gap> SetName( elab, "2^3" ); elab;

2^3

gap> norm := Normalizer( a8, elab );; Size( norm );

1344

4.5 Ôàêòîðãðóïïû

Òåïåðü ìû èìååì ïîäãðóïïó norm ïîðÿäêà 1344 è åå ïîäãðóïïó elab, è æåëàåì ïîñòðîèòü
ôàêòîðãðóïïó. Ïîñêîëüêó ìû òàêæå æåäàåì íàéòè ïðîîáðàçû ýëåìåíòîâ ôàêòîðãðóïïû
â norm, íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ åñòåñòâåííûé ãîìîìîðôèçì èç norm â ôàêòîðãðóïïó ñ
ÿäðîì elab.

Ïðèìåð

gap> hom := NaturalHomomorphismByNormalSubgroup( norm, elab );

<action epimorphism>

gap> f := Image( hom );

Group([ (), (), (), (4,5)(6,7), (4,6)(5,7), (2,3)(6,7), (2,4)(3,5),

(1,2)(5,6) ])

gap> Size( f );

168

Ïîëó÷åííàÿ ôàêòîðãðóïïà f òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïîäñòàíîâîê. Îäíàêî ìíîæåñòâî,
íà êîòîðîì îíà äåéñòâóåò, íå èìååò íè÷åãî îáùåãî ñ ìíîæåñòâîì òî÷åê, íà êîòîðîì äåé-
ñòâóåò norm (ýòî ïðîñòî ñîâïàäåíèå, ÷òî îáà ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè ìíî-
æåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë). Òåïåðü ìû ìîæåì íàéòè îáðàçû è ïðîîáðàçû îòíîñèòåëüíî
åñòåñòâåííîãî ãîìîìîðôèçìà. Ìíîæåñòâî ïðîîáðàçîâ ýëåìåíòà ÿâëÿåòñÿ ñìåæíûì êëàñ-
ñîì ïî ïîäãðóïïå elab. Ìû èñïîëüçóåì ôóíêöèþ PreImages, òàê êàê hom íå ÿâëÿåòñÿ
âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì.

Ïðèìåð

gap> ker:= Kernel( hom );

2^3

gap> x := (1,8,3,5,7,6,2);; Image( hom, x );

(1,7,5,6,2,3,4)

gap> coset := PreImages( hom, last );

RightCoset(2^3,(2,8,6,7,3,4,5))
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Çàìåòüòå, ÷òî GAP ìîæåò âûáèðàòü ëþáîé èç ïðåäñòàâèòåëåé ñìåæíîãî êëàññà ïðîîá-
ðàçîâ. Êîíå÷íî æå, ÷àñòíîå äâóõ ïðåäñòàâèòåëåé îäíîãî ñìåæíîãî êëàññà ëåæèò â ÿäðå
ãîìîìîðôèçìà:

Ïðèìåð

gap> rep:= Representative( coset );

(2,8,6,7,3,4,5)

gap> x * rep^-1 in ker;

true

Ôàêòîðãðóïïà f ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ãðóïïîé, ò.å. îíà íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ íîðìàëüíûõ
ïîäãðóïï:

Ïðèìåð

gap> IsSimple( f );

true

Ãðóïïà norm äåéñòâóåò íà 8 ýëåìåíòàõ ñâîåé íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû elab ñ ïîìîùüþ
ñîïðÿæåíèÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðåäñòàâëåíèþ ãðóïïû f â S8, îñòàâëÿþùåìó íåïîäâèæ-
íîé òîëüêî ëèøü òî÷êó 1. Îáðàç ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìîæåò áûòü âû÷èñëåí ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèè Action; áîëåå òîãî, îí äàæå ñîäåæèòñÿ â ãðóïïå norm, è ìû ìîæåì ïîêàçàòü,
÷òî norm â äåéñòâèòåëüíîñòè ÿâëÿåòñÿ ðàñùåïèìûì ðàñøèðåíèåì ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé
ãðóïïû elab ñ ïîìîùüþ ãðóïïû f.

Ïðèìåð

gap> op := Action( norm, elab );

Group([ (), (), (), (5,6)(7,8), (5,7)(6,8), (3,4)(7,8), (3,5)(4,6),

(2,3)(6,7) ])

gap> IsSubgroup( a8, op ); IsSubgroup( norm, op );

true

true

gap> IsTrivial( Intersection( elab, op ) );

true

Ïðèìå÷àíèå. Íåëüçÿ èñïîëüçîâàòü çíàê �<� âìåñòî IsSubgroup. Òàê, íå ïðèâîäèò ê îøèá-
êå êîìàíäà:

Ïðèìåð

gap> elab < a8;

false

Îïåðàòîð æå ðàâåíñòâà �=� ôàêòè÷åñêè ïðîâåðÿåò ðàâåíñòâî ãðóïï.

4.6 Êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ

Äðóãèì èñòî÷íèêîì èíôîðìàöèè î ãðóïïå a8 áóäåò ÿâëÿòüñÿ åå ðàçáèåíèå íà êëàññû
ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ. Ïîëó÷èì ñïèñîê êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè:
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Ïðèìåð

gap> ccl:=ConjugacyClasses(a8);

[ ()^G, (1,2)(3,4)^G, (1,2)(3,4)(5,6)(7,8)^G, (1,2,3)^G, (1,2,3)(4,5)(6,7)^G,

(1,2,3)(4,5,6)^G, (1,2,3,4)(5,6)^G, (1,2,3,4)(5,6,7,8)^G, (1,2,3,4,5)^G,

(1,2,3,4,5)(6,7,8)^G, (1,2,3,4,5)(6,8,7)^G, (1,2,3,4,5,6)(7,8)^G,

(1,2,3,4,5,6,7)^G, (1,2,3,4,5,6,8)^G ]

gap> Length(last);

14

Òåïåðü îïðåäåëèì ïîðÿäêè ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè, âçÿâ â êàæäîì êëàññå
ïî îäíîìó ïðåäñòàâèòåëþ:

Ïðèìåð

gap> reps:= List( ccl, Representative );

[ (), (1,2)(3,4), (1,2)(3,4)(5,6)(7,8), (1,2,3), (1,2,3)(4,5)(6,7),

(1,2,3)(4,5,6), (1,2,3,4)(5,6), (1,2,3,4)(5,6,7,8), (1,2,3,4,5),

(1,2,3,4,5)(6,7,8), (1,2,3,4,5)(6,8,7), (1,2,3,4,5,6)(7,8), (1,2,3,4,5,6,7),

(1,2,3,4,5,6,8) ]

gap> List( reps, r -> Order( r ) );

[ 1, 2, 2, 3, 6, 3, 4, 4, 5, 15, 15, 6, 7, 7 ]

Îïðåäåëèì, ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ñîäåðæèòñÿ â êàæäîì êëàññå:
Ïðèìåð

gap> List(ccl,Size);

[ 1, 210, 105, 112, 1680, 1120, 2520, 1260, 1344, 1344, 1344, 3360, 2880,

2880 ]

Ïðèìå÷àíèå: ñëåäóåò ðàçëè÷àòü ôóíêöèè Order (ïîðÿäîê ýëåìåíòà), Size (ïîðÿäîê ãðóï-
ïû, êëàññà ñîïðÿæåííîñòè è ò.ï.) è Length (äëèíà ñïèñêà). Ïîñòðîèâ êëàññû ñîïðÿæåí-
íûõ ýëåìåíòîâ, ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü èõ ôóíêöèè, ò.å. îòîáðàæåíèÿ, ïðèíèìàþùèå
îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà âñåì êëàññå ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ. Ïðèìåðîì ìîæåò ÿâëÿòüñÿ
÷èñëî íåïîäâèæíûõ òî÷åê:

Ïðèìåð

gap> nrfixedpoints:= function( perm, support )

> return Number( [1 .. support], x -> x^perm = x);

> end;

function( perm, support ) ... end

Âû÷èñëèì åãî äëÿ ãðóïïû a8:
Ïðèìåð

gap> permchar1:= List(reps, x->nrfixedpoints(x,8));

[ 8, 4, 0, 5, 1, 2, 2, 0, 3, 0, 0, 0, 1, 1 ]



Ïðèëîæåíèå A

Ðåêîìåíäàöèè ïî ñîçäàíèþ è

çàïóñêó ïðîãðàìì â ñèñòåìå GAP

GAP ïîçâîëÿåò íå òîëüêî ïðîèçâîäèòü âû÷èñëåíèÿ â èíòåðàêòèâíîì ðåæèìå, íî è ñîõðà-
íÿòü ïðîãðàììû äëÿ äàëüíåéøåãî èõ ïðèìåíåíèÿ. Ïðîãðàììû ñîçäàþòñÿ è ñîõðàíÿþòñÿ
â ôîðìàòå òåêñòîâûõ ôàéëîâ (êîòîðûì îáû÷íî ïðèñâàèâàþò ðàñøèðåíèå �g�), è ðåäàê-
òèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ëþáîãî òåêñòîâîãî ðåäàêòîðà.

Êàê ïðàâèëî, ïðîãðàììà ñîñòîèò èç ãëàâíîé ÷àñòè è íàáîðà ôóíêöèé. Ïðè ÷òåíèè
ïðîãðàììû (ñ ïîìîùüþ êîìàíäû Read) êîìàíäû, ñîäåðæàùèåñÿ â ãëàâíîé ÷àñòè, âû-
ïîëíÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî, à ôóíêöèè òîëüêî ëèøü çàäàþòñÿ, è äåëàþò âîçìîæíûì
ïîñëåäóþùåå îáðàùåíèå ê íèì. Â ñëó÷àå ñèíòàêñè÷åñêèõ îøèáîê ïðè ÷òåíèè ôàéëà ñ
ïðîãðàììîé áóäóò âûäàíû ñîîòâåòñòâóþùèå ñîîáùåíèÿ.

Ïðè ðàçðàáîòêå ïðîãðàìì óäîáíî îäíîâðåìåííî çàïóñêàòü:

• GAP

• òåêñòîâûé ðåäàêòîð, â êîòîðîì îòêðûòà ðàçðàáàòûâàåìàÿ ïðîãðàììà;

• ñðåäñòâî ïðîñìîòðà HTML-ôàéëîâ (íàïðèìåð, Firefox èëè Internet Explorer)
äëÿ ÷òåíèÿ îïèñàíèÿ GAP â ãèïåðòåêñòîâîì ôîðìàòå (íà÷àëüíûé ôàéë -
GAP\HTM\Index.htm).

Êðîìå òîãî, åñëè òðåáóåòñÿ îôîðìèòü â âèäå ïðîãðàììû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìàíä,
êîòîðàÿ áûëà ââåäåíà â õîäå ðàáîòû ñ ñèñòåìîé â äèàëîãîâîì ðåæèìå, òî ýòî óäîáíî
ñäåëàòü, ðåäàêòèðóÿ ôàéë ïðîòîêîëà, êîòîðûé äëÿ ýòîãî äîëæåí áûòü óæå îòêðûò íà
ìîìåíò íà÷àëà ââîäà ýòèõ êîìàíä, ñ ïîìîùüþ êîìàíäû âèäà LogTo("file.log");.

Ïðèìåð: ñîñòàâèòü ïðîãðàììó, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè ãðóïïà G êîíå÷íîé
p-ãðóïïîé äëÿ íåêîòîðîãî p, è âîçâðàùàåò ñïèñîê, ïåðâûé ýëåìåíò êîòîðîãî - true èëè
false â çàâèñèìîñòè îò ðåçóëüòàòà ïðîâåðêè, à âòîðîé - ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå p,
åñëè G - p-ãðóïïà, è false - èíà÷å.

1. Ñîçäàåì ñ ïîìîùüþ òåêñòîâîãî ðåäàêòîðà ôàéë prog.g ñëåäóþùåãî ñîäåðæàíèÿ:

Print(" Loading IsFinitePGroup()", "\n");

IsFinitePGroup:=function(G)

local divisors; # ñïèñîê ïðîñòûõ äåëèòåëåé

if IsFinite(G)=false then
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return [false, false];

else

divisors:=Set(Factors(Size(G)));

if Length(divisors)=1 then

return [true, divisors[1] ];

else

return [false, false];

fi;

fi;

end;

2. Ñîõðàíÿåì ýòîò ôàéë â êàòàëîãå, âûáðàííîì ñ ó÷åòîì ðåêîìåíäàöèé ïóíêòà 1.3.
3. Çàïóñòèì GAP è îïðåäåëèì ôàéë ïðîòîêîëà log.txt:

Ïðèìåð

gap> LogTo("log.txt");

Òåïåðü çàäàäèì ãðóïïó äèýäðà ïîðÿäêà 8:
Ïðèìåð

gap> G:=DihedralGroup(8);

<pc group of size 8 with 3 generators>

Ïîïðîáóåì îáðàòèòüñÿ ê ôóíêöèè èç ôàéëà prog.g:
Ïðèìåð

gap> IsFinitePGroup(G);

Error, Variable: 'IsFinitePGroup' must have a value

Îøèáêà âûçâàíà òåì, ÷òî äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèè ýòîò ôàéë ñíà÷àëà íåîáõîäèìî
ïðî÷èòàòü. Ïðè ýòîì, åñëè îí ñîäåðæèò ñèíòàêñè÷åñêèå îøèáêè, òî áóäóò âûäàíû ñîîá-
ùåíèÿ î íèõ. ×òåíèå ïðîèçâîäèòñÿ êîìàíäîé Read:

Ïðèìåð

gap> Read("prog.g");

Loading IsFinitePGroup()

Îøèáêè îáíàðóæåíû íå áûëè. Áûëî âûäàíî ñîîáùåíèå, âêëþ÷åííîå äëÿ óäîáñòâà â ôàéë
prog.g.

Òåïåðü ïðîâåðèì ðàáîòó ïðîãðàììû äëÿ ãðóïïû äèýäðà ïîðÿäêà 8, à òàêæå äëÿ ñèì-
ìåòðè÷åñêîé ãðóïïû S8.

Ïðèìåð

gap> IsFinitePGroup(G);

[ true, 2 ]

gap> H:=SymmetricGroup(8);
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Sym( [ 1 .. 8 ] )

gap> IsFinitePGroup(H);

[ false, false ]

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîãðàììà ðàáîòàåò êîððåêòíî.
Çàìåòèì, ÷òî â GAP èìåþòñÿ ñòàíäàðòíûå ôóíêöèè IsPGroup, îïðåäåëÿþùàÿ, ÿâëÿ-

åòñÿ ëè ãðóïïà G êîíå÷íîé p-ãðóïïîé äëÿ íåêîòîðîãî p, è PrimePGroup, âîçâðàùàþùàÿ
ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå p.



Ïðèëîæåíèå B

Íåêîòîðûå ôóíêöèè ñèñòåìû GAP

äëÿ ðàáîòû ñ ãðóïïàìè

g*h ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ g è h

g/h ïðîèçâåäåíèå ýëåìåíòîâ g è h−1

g^h âû÷èñëåíèå h−1gh (g, h - ýëåìåíòû ãðóïïû)

g^i âû÷èñëåíèå i-é ñòåïåíè ýëåìåíòà g (i - öåëîå)

list*g óìíîæåíèå ñïèñêà list íà ýëåìåíò g ñïðàâà

g*list óìíîæåíèå ñïèñêà list íà ýëåìåíò g ñëåâà

list/g óìíîæåíèå ñïèñêà list íà ýëåìåíò g−1 ñïðàâà

Comm( g, h ) êîììóòàòîð g−1h−1gh

IsGroup( obj ) ïðîâåðêà, ÿâëÿåòñÿ ëè obj ãðóïïîé

Order( g ) ïîðÿäîê ýëåìåíòà g

Subgroup( G, gens ) ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ïîðîæäåííàÿ
ñïèñêîì ýëåìåíòîâ gens

AsSubgroup( G, U ) ïîäãðóïïà ãðóïïû G, ïîðîæäåííàÿ ïîðîæäàþùèìè
ýëåìåíòàìè ðàíåå íåçàâèñèìî ñîçäàííîé
ãðóïïû U (åñëè îíè ëåæàò â G)

Agemo( G, p ) ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ p-ìè ñòåïåíÿìè
ýëåìåíòîâ p-ãðóïïû G

Centralizer( G, x ) öåíòðàëèçàòîð ýëåìåíòà x â ãðóïïå G

Centralizer( G, U ) öåíòðàëèçàòîð ïîäãðóïïû U â ãðóïïå G

Centre( G ) öåíòð ãðóïïû G

ClosureGroup( U, g ) ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ïîäãðóïïîé U è ýëåìåíòîì g

ClosureGroup( U, S ) ïîäãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ïîäãðóïïàìè U è S

CommutatorSubgroup(G,H) êîììóòàòîð ïîäãðóïï G è H

ConjugateSubgroup(U,g) ïîäãðóïïà, ñîïðÿæåííàÿ ñ ïîäãðóïïîé U
ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòà g

DerivedSubgroup( G ) êîììóòàíò ãðóïïû G

FittingSubgroup( G ) ïîäãðóïïà Ôèòòèíãà ãðóïïû G

FrattiniSubgroup( G ) ïîäãðóïïà Ôðàòòèíè ãðóïïû G
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Normalizer( S, U ) íîðìàëèçàòîð ïîäãðóïïû U â ïîäãðóïïå S

SylowSubgroup( G, p ) Ñèëîâñêàÿ p-ïîäãðóïïà êîíå÷íîé ãðóïïû G

TrivialSubgroup( U ) òðèâèàëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóïïû U

FactorGroup( G, N ) ôàêòîðãðóïïà ãðóïïû G ïî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå N
(òî æå, ÷òî G/N)

CommutatorFactorGroup(G) ôàêòîðãðóïïà ãðóïïû G ïî åå êîììóòàíòó

DerivedSeries( G ) ðÿä êîììóòàíòîâ ãðóïïû G

LowerCentralSeries( G ) íèæíèé öåíòðàëüíûé ðÿä ãðóïïû G

UpperCentralSeries( G ) âåðõíèé öåíòðàëüíûé ðÿä ãðóïïû G

AbelianInvariants( G ) èíâàðèàíòû àáåëåâîé ãðóïïû G (åñëè G - íåàáåëåâà -
èíâàðèàíòû ôàêòîðãðóïïû ãðóïïû G ïî åå êîììóòàíòó)

Exponent( G ) ïîêàçàòåëü (ýêñïîíåíòà) ãðóïïû G

Index( G, U ) èíäåêñ ïîäãðóïïû U â ãðóïïå G

IsAbelian( G ) ïðîâåðêà, ÿâëÿåòñÿ ëè ãðóïïà G àáåëåâîé

IsCyclic( G ) ïðîâåðêà, ÿâëÿåòñÿ ëè ãðóïïà G öèêëè÷åñêîé

IsNilpotent( G ) ïðîâåðêà, ÿâëÿåòñÿ ëè ãðóïïà G íèëüïîòåíòíîé

IsElementaryAbelian( G ) ïðîâåðêà, ÿâëÿåòñÿ ëè G ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé

IsConjugate( G, x, y ) ïðîâåðêà, ñîïðÿæåíû ëè ýëåìåíòû x è y â ãðóïïå G

IsNormal( G, U ) ïðîâåðêà, íîðìàëüíà ëè ïîäãðóïïà U â ãðóïïå G

IsSimple( G ) ïðîâåðêà, ÿâëÿåòñÿ ëè ãðóïïà G ïðîñòîé

IsSolvable( G ) ïðîâåðêà, ÿâëÿåòñÿ ëè ãðóïïà G ðàçðåøèìîé

IsSubgroup( G, U ) ïðîâåðêà, ÿâëÿåòñÿ ëè U ïîäãðóïïîé ãðóïïû G

IdGroup( G ) èäåíòèôèêàöèÿ ãðóïïû G

ConjugacyClasses( G ) êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G

ConjugacyClass( G, g ) êëàññ ñîïðÿæåííîñòè, ñîäåðæàùèé ýëåìåíò g

NormalSubgroups( G ) ñïèñîê íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï ãðóïïû G

AsList( G ) ñïèñîê ýëåìåíòîâ ãðóïïû G



Ïðèëîæåíèå C

Ëàáîðàòîðíûå ðàáîòû

C.1 Îñíîâû ðàáîòû ñ ñèñòåìîé GAP â MS Windows

C.1.1 Èíñòðóêöèè ïî âûïîëíåíèþ ðàáîòû

Â äàííîé ëàáîðàòîðíîé ðàáîòå íåîáõîäèìî ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíèòü âñå ýòàïû.
1. Íàéäèòå êàòàëîã gap4r4, â êîòîðîì èíñòàëëèðîâàíà ñèñòåìà GAP íà ëîêàëüíîì èëè

ñåòåâîì äèñêå (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ FAR èëè Ïðîâîäíèêà). Åñëè èíñòàëëÿöèÿ ñèñòåìû
GAP íå âûïîëíåíà, òî Âû ìîæåòå ïðîèçâåñòè åå ñàìîñòîÿòåëüíî â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçäå-
ëàìè �Èíñòàëëÿöèÿ� èëè �GAP äëÿ Windows� ñàéòà Óêðàèíñêîé ãðóïïû ïîëüçîâàòåëåé
GAP. Äëÿ ó÷åáíûõ öåëåé íàìíîãî áûñòðåå ìîæíî èíñòàëëèðîâàòü ìèíè-äèñòðèáóòèâ èç
ðàçäåëà �Ìèíè-òåñò� ýòîãî æå ñàéòà. Àäðåñ ñàéòà - http://ukrgap.exponenta.ru/.

2. Íàéäèòå â êàòàëîãå gap4r4\bin êîìàíäíûå ôàéëû gap.bat è gaprxvt.bat. Òåïåðü
Âû óæå ìîæåòå çàïóñêàòü ñèñòåìó GAP ñ èõ ïîìîùüþ. Çàïóñòèòå ñíà÷àëà ôàéë gap.bat

äëÿ ðàáîòû â îêíå êîìàíäíîé ñòðîêè Windows (îêíå MS-DOS). Ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ïðèãëà-
øåíèÿ âèäà gap> ââåäèòå êîìàíäó quit; äëÿ âûõîäà èç ñèñòåìû. Ïîñëå ýòîãî çàïóñòèòå
ôàéë gaprxvt.bat äëÿ ðàáîòû â îêíå îáîëî÷êè RXVT. Ïîñëå çàâåðøåíèÿ çàãðóçêè ñèñòå-
ìû òàêæå âûéäèòå èç íåå ñ ïîìîùüþ êîìàíäû quit; (ïîìíèòå, ÷òî êîìàíäû çàâåðøàþòñÿ
òî÷êîé ñ çàïÿòîé, ïîñëå ÷åãî íåîáõîäèìî íàæàòü êëàâèøó Enter).

3. Ïðîñòåéøèå âû÷èñëåíèÿ ìîæíî âûïîëíÿòü, çàïóñêàÿ ñèñòåìó òàê, êàê óêàçàíî â
ï.2. Îäíàêî, â ýòîì ñëó÷àå ïðè ÷òåíèè è çàïèñè ôàéëîâ íóæíî áóäåò óêàçûâàòü ïîëíûé
ïóòü ê íèì. Ýôôåêòèâíåå áóäåò ñîçäàòü ðàáî÷èé êàòàëîã â òîì ðàçäåëå äèñêà, ãäå Âû èìå-
åòå ñîîòâåòñòâóþùèå ïðàâà äîñòóïà, è ñêîïèðîâàòü òóäà ôàéëû gap.bat è gaprxvt.bat.
Âûïîëíèòå ýòè èíñòðóêöèè, ñîçäàâ ñâîé ðàáî÷èé êàòàëîã (êîòîðûé ìîæíî íàçâàòü, íà-
ïðèìåð, gap) è îçíàêîìüòåñü ñ ñîäåðæàíèåì ýòèõ ôàéëîâ (íàïðèìåð, c ïîìîùüþ FAR èëè
Áëîêíîòà). Â äàëüíåéøåì Âû òàêæå ñìîæåòå ñîçäàòü ÿðëûêè äëÿ çàïóñêà ýòèõ ôàéëîâ
è ïîìåñòèòü èõ â ãëàâíîå ìåíþ è íà ðàáî÷èé ñòîë.

4. Òåïåðü Âàì íóæíî îñâîèòü ðàáîòó ñ ñèñòåìîé â îáîèõ âàðèàíòàõ - êàê â îêíå MS-
DOS, òàê è â îêíå RXVT. Äëÿ ýòîãî ñíîâà çàïóñòèòå ñèñòåìó, íî òåïåðü óæå èç òîëüêî ÷òî
ñîçäàííîãî Âàìè ðàáî÷åãî êàòàëîãà. Åñëè ïðîèçâîäèòåëüíîñòü êîìïüþòåðà ïîçâîëÿåò,
Âû ìîæåòå îäíîâðåìåííî çàïóñòèòü îáà ôàéëà gap.bat è gaprxvt.bat. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå íèæåñëåäóþùèå ïóíêòû íóæíî áóäåò ñíà÷àëà âûïîëíèòü â îäíîì îêíå, à ïîòîì
ïîâòîðèòü â äðóãîì.

5. Âûïîëíèòå ïðîñòåéøèå âû÷èñëåíèÿ, ââåäÿ ñëåäóþùèå êîìàíäû:

54

http://ukrgap.exponenta.ru/


Cèñòåìà êîìïüþòåðíîé àëãåáðû GAP 4.4 55

Ïðèìåð

352/182;

2*(15+256)/17;

2^64;

2^20000 mod 100;

3 in [1,2,3];

2*2 >= 4;

Îäíà êîìàíäà ìîæåò çàíèìàòü íåñêîëüêî ñòðîê, ïîñëåäíÿÿ èç êîòîðûõ çàêàí÷èâàåòñÿ
òî÷êîé ñ çàïÿòîé. Òàêèì îáðàçîì, åñëè Âû çàáûëè ïîñòàâèòü òî÷êó ñ çàïÿòîé â êîíöå
ñòðîêè è óæå íàæàëè êëàâèøó Enter, Âû ìîæåòå ïîñòàâèòü òî÷êó ñ çàïÿòîé â ñëåäóþùåé
ñòðîêå, à çàòåì íàæàòü Enter åùå ðàç. Ïîïðîáóéòå ââåñòè ñëåäóþùóþ ìíîãîñòðî÷íóþ
êîìàíäó:

Ïðèìåð

155/4545+

1234*5678+

Factorial(100)+

Sum([1..100]);

Ïîìíèòå ïðè ýòîì, ÷òî â GAP èìååò çíà÷åíèå ðåãèñòð òåêñòà. Íàïðèìåð, ñëåäóþùàÿ
êîìàíäà ïðèâîäèò ê îøèáêå:

Ïðèìåð

gap> factorial(100);

Variable: 'factorial' must have a value

gap>

Ïðè íåêîòîðûõ îøèáêàõ íà ýêðàí âûâîäèòñÿ ïðîìåæóòî÷íîå ïðèãëàøåíèå ñèñòåìû âèäà
brk>. Äëÿ âûõîäà èç íåãî íóæíî ââåñòè êîìàíäó quit; (â ýòîì ñëó÷àå îíà íå ïðèâîäèò
ê çàâåðøåíèþ ðàáîòû ñèñòåìû). Íàïðèìåð:

Ïðèìåð

gap> Factorial(1/2);

Range: <last> must be an integer less than 2^28 (not a rational) at

return Product( [ 1 .. n ] );

called from

<function>( <arguments> ) called from read-eval-loop

Entering break read-eval-print loop ...

you can 'quit;' to quit to outer loop, or

you can replace <last> via 'return <last>;' to continue

brk> quit;

gap>

6. Òåïåðü íóæíî îñâîèòü ðàáîòó ñ èñòîðèåé êîìàíä. Íàæèìàéòå êëàâèøè ïåðåìåùåíèÿ
êóðñîðà ââåðõ è âíèç äëÿ ïðîñìîòðà èñòîðèè êîìàíä. Òåïåðü íàáåðèòå â êîìàíäíîé ñòðî-
êå öèôðó 2, à çàòåì íàæèìàéòå òå æå êëàâèøè óïðàâëåíèÿ êóðñîðîì. Ïðè ýòîì Âû áóäåòå
âèäåòü òîëüêî òå èç ðàíåå ââåäåííûõ êîìàíä, êîòîðûå íà÷èíàëèñü ñ öèôðû 2.
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7. Âû ìîæåòå ïåðåìåùàòüñÿ ïî ñîäåðæèìîìó êîìàíäíîé ñòðîêè ñ ïîìîùüþ êëàâèø
ïåðåìåùåíèÿ êóðñîðà âëåâî è âïðàâî, è ìîæåòå óäàëÿòü ñèìâîëû ñ ïîìîùüþ êëàâèø
Delete è Backspace. Íàïðèìåð, íàáåðèòå â êîìàíäíîé ñòðîêå F è íàéäèòå â èñòîðèè êî-
ìàíä ðàíåå ââåäåííóþ ñòðîêó Factorial(100)+. Òåïåðü ïåðåìåñòèòåñü â êîíåö ñòðîêè è
îòðåäàêòèðóéòå åå òàê, ÷òîáû âû÷èñëèòü 500!.

Äëÿ áûñòðîãî ïåðåìåùåíèÿ â êîíåö è íà÷àëî ñòðîêè ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü êëà-
âèøè Home è End â îêíå MS-DOS, è êîìáèíàöèè êëàâèø Ctrl-A è Ctrl-B êàê â îêíå
MS-DOS, òàê è â îêíå RXVT (î äðóãèõ ïîëåçíûõ ïðè ðåäàêòèðîâàíèè ñîäåðæèìîãî êî-
ìàíäíîé ñòðîêè ñî÷åòàíèÿõ êëàâèø Âû ìîæåòå ïðî÷èòàòü â äîêóìåíòàöèè ïî ñèñòå-
ìå, äëÿ ÷åãî ââåäèòå êîìàíäó ?options!command line, à çàòåì ñëåäóéòå âûâåäåííûì íà
ýêðàí èíñòðóêöèÿì).

8. Íàó÷èòåñü âûäåëÿòü, êîïèðîâàòü è âñòàâëÿòü òåêñò. Ïîïðîáóéòå âûäåëèòü â îêíå
áðàóçåðà (ò.å. MS Internet Explorer, Netscape è ò.ï.) è ñêîïèðîâàòü â áóôåð îáìåíà êîìàí-
äû, ïðèâåäåííûå âûøå, à çàòåì ïåðåéòè â îêíî GAP è âñòàâèòü èõ â êîìàíäíóþ ñòðîêó
(â îêíå MS-DOS èñïîëüçóéòå ñòàíäàðòíûå ñïîñîáû âñòàâêè, à â îêíå RXVT èñïîëüçóéòå
ñî÷åòàíèå êëàâèø Shift-Ins). Çàòåì ïîïðîáóéòå âûäåëèòü è ñêîïèðîâàòü òåêñò èç îêíà
GAP (â îêíå MS-DOS èñïîëüçóéòå ñòàíäàðòíûå ñðåäñòâà, â îêíå RXVT âûäåëÿéòå òåêñò
ìûøüþ, à äëÿ êîïèðîâàíèÿ èñïîëüçóéòå Ctrl-Ins) è âñòàâèòü åãî â òåêñòîâûé ôàéë (ðå-
äàêòèðóåìûé, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ FAR èëè Áëîêíîòà).

9. Åñëè èìåþòñÿ, èñïîëüçóéòå ïîëîñû ïðîêðóòêè äëÿ ïðîñìîòðà èíôîðìàöèè, êîòîðàÿ
â ïðîöåññå ðàáîòû ñ ñèñòåìîé ïåðåìåñòèëàñü çà âåðõíèé êðàé ýêðàíà.

10. Îäíîé èç ñîñòàâíûõ ÷àñòåé ñèñòåìû GAP ÿâëÿåòñÿ åå äîêóìåíòàöèÿ. Ñ ïîìîùüþ
Ïðîâîäíèêà îòêðîéòå êàòàëîã gap4r4/doc. Â íåì Âû îáíàðóæèòå ïîäêàòàëîã htm, â êîòî-
ðîì íóæíî îòêðûòü ôàéë index.htm - ýòî ñòàðòîâûé ôàéë äëÿ ïðîñìîòðà äîêóìåíòàöèè
â HTML-ôîðìàòå. Â çàâèñèìîñòè îò âûáðàííîãî âàðèàíòà èíñòàëëÿöèè, âîçìîæíî òàêæå
íàëè÷èå êàòàëîãà htmie - â íåì òà æå äîêóìåíòàöèÿ, îïòèìèçèðîâàííàÿ äëÿ ïðîñìîòðà
ñ ïîìîùüþ MS Internet Explorer). Äëÿ áûñòðîãî îáðàùåíèÿ ê äîêóìåíòàöèè ñîçäàéòå â
ñâîåì ðàáî÷åì êàòàëîãå ÿðëûê, óêàçûâàþùèé íà ôàéë index.htm â îäíîì èç êàòàëîãîâ
htm èëè htmie, ïîñëå ÷åãî îòêðîéòå åãî ñ ïîìîùüþ äàííîãî ÿðëûêà è îçíàêîìüòåñü ñ íà-
çâàíèÿìè ïÿòè îñíîâíûõ ðàçäåëîâ äîêóìåíòàöèè. Ïåðåéäèòå â ðàçäåë �Èíäåêñ� è íàéäèòå
ñ åãî ïîìîùüþ îïèñàíèå ôóíêöèé Factorialè Sum. Âû ìîæåòå êîïèðîâàòü ïðèâåäåííûå
â äîêóìåíòàöèè ïðèìåðû è âûïîëíÿòü èõ â GAP òàê, êàê ýòî áûëî îïèñàíî â ï.8.

Ïðè ïîëíîé èíñòàëëÿöèè ñèñòåìû êàòàëîã gap4r4/doc òàêæå ñîäåðæèò äîêóìåíòà-
öèþ è â äðóãèõ ôîðìàòàõ. Â ÷àñòíîñòè, îí ñîäåðæèò äðóãèå ïîäêàòàëîãè, íàèìåíîâàíèÿ
êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò ïÿòè îñíîâíûì ðàçäåëàì äîêóìåíòàöèè, â êîòîðûõ ìîæíî íàé-
òè ýòè ðàçäåëû â ôîðìàòå PDF, áîëåå óäîáíîì ïðè ïå÷àòè äîêóìåíòàöèè (ó÷òèòå, ÷òî
öåíòðàëüíûé ðàçäåë äîêóìåíòàöèè - Reference Manual - çàíèìàåò â ôîðìàòå PDF ïî÷òè
òûñÿ÷ó ñòðàíèö!).

11. Àëüòåðíàòèâíûì âàðèàíòîì èñïîëüçîâàíèÿ äîêóìåíòàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîäñòðî÷íàÿ
ñïðàâêà, êîòîðóþ ìîæíî âûçâàòü ïðÿìî èç êîìàíäíîé ñòðîêè GAP. Ýòî óäîáíî, åñëè â
äàëüíåéøåì íå ïðåäâèäèòñÿ àêòèâíîå ïåðåìåùåíèå ïî ãèïåðññûëêàì â äîêóìåíòàöèè, à
òàêæå ìîæåò áûòü ïîëåçíî ïðè óäàëåííîì ïîäêëþ÷åíèè èëè â ñëó÷àå, êîãäà ðåñóðñû
êîìïüþòåðà îãðàíè÷åíû. Íàïðèìåð, íàáåðèòå â êîìàíäíîé ñòðîêå ?Factorial (áåç òî÷êè
ñ çàïÿòîé) äëÿ îòîáðàæåíèÿ ñïðàâêè ïî äàííîé ôóíêöèè.

Åñëè ââåñòè äâà çíàêà âîïðîñà, òî ïðîèçâîäèòñÿ ïîëíûé ïîèñê ïî äîêóìåíòàöèè è
âîâçðàùàåòñÿ ñïèñîê âñåõ âõîæäåíèé äàííîãî òåðìèíà â íåå. Íàïðèìåð, íàáåðèòå ??Sum
äëÿ âûâîäà ñïèñêà âñåõ èìåþùèõ îòíîøåíèå ê çàïðîñó ðàçäåëîâ, à çàòåì íàáåðèòå ?1
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äëÿ ïåðåõîäà ê ïåðâîìó èç ïðåäëîæåííûõ ðàçäåëîâ.
12. Óäîáíûì ñâîéñòâîì ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ àâòîäîïîëíåíèå èìåí ïåðåìåííûõ ïðè èõ

ââîäå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ïî ïåðâûì áóêâàì ââåäåííîãî èìåíè ïåðåìåííîé (â ò.÷.
èìåíè ôóíêöèè) ìîæíî îäíîçíà÷íî îïðåäåëèòü åãî îêîí÷àíèå, òî ïðè íàæàòèè êëàâèøè
Tab ýòî îêîí÷àíèå áóäåò äîáàâëåíî àâòîìàòè÷åñêè. Åñëè æå îäíîçíà÷íîñòè íåò, òî ïðè
ïîâòîðíîì íàæàòèè êëàâèøè Tab áóäåò ïðåäëîæåí ñïèñîê âñåõ âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ.
Íàïðèìåð, íàáåðèòå â êîìàíäíîé ñðîêå Fib è íàæìèòå Tab. Âû÷èñëèòå òåïåðü 100-é ýëå-
ìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è, óêàçàâ 100 â ñêîáêàõ â êà÷åñòâå àðãóìåíòà. Çàòåì
íàáåðèòå â êîìàíäíîé ñòðîêå Factor è íàæìèòå Tab äâàæäû äëÿ âûâîäà íà ýêðàí èìåí
âñåõ ïåðåìåííûõ, íà÷èíàþùèõñÿ ñ ýòîãî ñî÷åòàíèÿ áóêâ.

13. Èñòîðèþ ðàáîòû ñ ñèñòåìîé ìîæíî ñîõðàíèòü â òåêñòîâîì ôàéëå (ò.íàç. ôàéëå
ïðîòîêîëà). Âûáåðèòå îäíî èç îêîí GAP, ðàáîòà â êîòîðîì Âàì ïîêàçàëàñü áîëåå óäîáíîé
- îêíî MS-DOS èëè îêíî RXVT. Ââåäèòå êîìàíäó

Ïðèìåð

LogTo("logfile.txt");

Ïîñëå ýòîãî âñå ââåäåííûå Âàìè êîìàíäû è ðåçóëüòàòû èõ ðàáîòû, îòîáðàæàåìûå íà
ýêðàíå, áóäóò äóáëèðîâàòüñÿ â ôàéëå ñ èìåíåì logfile.txt, êîòîðûé ñîäåðæèòñÿ â Âà-
øåì ðàáî÷åì êàòàëîãå.

Òåïåðü âûïîëíèòå ñëåäóþùèå âû÷èñëåíèÿ: çàäàéòå ñíà÷àëà ïåðåìåííóþ n, â êîòîðîé
ñîõðàíèòå íîìåð ñâîåãî âàðèàíòà, íàïðèìåð:

Ïðèìåð

n:=20;

Çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî ââåäèòå ñëåäóþùèå êîìàíäû:
Ïðèìåð

a:=2^(n+1)-1;

IsPrime(a);

Factors(a);

x:=n+10;

Factors(Factorial(x));

Phi(x);

Sigma(x);

Tau(x);

Òåïåðü çàêðîéòå ôàéë ïðîòîêîëà ñ ïîìîùüþ êîìàíäû
Ïðèìåð

LogTo();

è ïðîñìîòðèòå åãî ñ ïîìîùüþ, íàïðèìåð, FAR èëè Ïðîâîäíèêà.
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C.2 Ñïèñêè. Öåëûå ÷èñëà

C.2.1 Èíñòðóêöèè ïî âûïîëíåíèþ ðàáîòû

Äàííàÿ ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ èçó÷åíèÿ ïðèåìîâ ðàáîòû ñî ñïèñêà-
ìè íà ïðèìåðå äåéñòâèé íàä öåëûìè ÷èñëàìè. Ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ ïî äàííûì òåìàì
ñîäåðæàòñÿ:

• â ðàçäåëå 3 äàííîãî ìåòîäè÷åñêîãî ïîñîáèÿ;

• â ðàçäåëå �Öåëûå ÷èñëà, àëãîðèòì Åâêëèäà è ðàçëîæåíèå íà ìíî-
æèòåëè� ó÷åáíûõ ìàòåðèàëîâ ê êóðñó àëãåáðû è òåîðèè ÷èñåë
(http://ukrgap.exponenta.ru/Examples/integers.htm);

• â ðàçäåëå �Lists and Records� ââåäåíèÿ â ñèñòåìó GAP

(http://www.gap-system.org/Manuals/doc/htm/tut/chapters.htm);

• â ðàçäåëàõ �Integers�, �Number theory� è �Lists� ñïðàâî÷íîãî ðóêîâîäñòâà ïî ñèñòåìå
GAP (http://www.gap-system.org/Manuals/doc/htm/ref/chapters.htm).

Çàäàíèÿ äëÿ ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû âçÿòû èç ñáîðíèêà çàäà÷ [1], è ïîñëå íîìåðà âàðèàíòà
óêàçàí íîìåð ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è â [1]. Ñòóäåíòàì ðåêîìåíäóåòñÿ îçíàêîìèòüñÿ ñ
ïðèâåäåííûì â [1] ðåøåíèåì äàííûõ çàäà÷, ÷òîáû óâèäåòü, ÷òî òåîðåòè÷åñêîå èõ ðåøåíèå
áîëåå ýôôåêòèâíî, ÷åì ïðîñòîé ïåðåáîð, âûïîëíåííûé èìè â ó÷åáíûõ öåëÿõ â äàííîé
ëàáîðàòîðíîé ðàáîòå.

Â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíîé çàäà÷è, ïðè âûïîëíåíèè ðàáîòû ïîëåçíûìè ìîãóò îêà-
çàòüñÿ ñëåäóþùèå ôóíêöèè è îïåðàöèè (äåòàëüíîå èõ îïèñàíèå ñì. â äîêóìåíòàöèè):

• Collected(list) âîçâðàùàåò íîâûé ñïèñîê newlist, êîòîðûé äëÿ êàæäîãî ýëå-
ìåíòà x èñõîäíîãî ñïèñêà list ñîäåðæèò ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ñïèñîê èç äâóõ
ýëåìåíòîâ, ïåðâûé èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñàìèì ýëåìåíòîì x, à âòîðîé ïîêàçûâà-
åò êðàòíîñòü åãî âõîæäåíèÿ â ñïèñîê list .

Ïðèìåð

gap> Collected([ 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 5, 5, 7 ]);

[ [ 2, 8 ], [ 3, 4 ], [ 5, 2 ], [ 7, 1 ] ]

• Combinations( list [, k ] ) âîçâðàùàåò ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ êîìáèíàöèé
(íåóïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ áåç ïîâòîðåíèé), ñîñòàâëåííûõ èç k ýëåìåíòîâ ñïèñêà
list (êîòîðûé ìîæåò äàæå ñîäåðæàòü îäèíàêîâûå ýëåìåíòû íåñêîëüêî ðàç). Åñëè
k íå óêàçàíî, âîçâðàùàþòñÿ âñå âîçìîæíûå êîìáèíàöèè, ñîñòàâëåííûå èç ýëåìåíòîâ
ñïèñêà list.

Ïðèìåð

gap> Combinations( [1,2,2,3] );

[ [ ], [ 1 ], [ 1, 2 ], [ 1, 2, 2 ], [ 1, 2, 2, 3 ], [ 1, 2, 3 ], [ 1, 3 ],

[ 2 ], [ 2, 2 ], [ 2, 2, 3 ], [ 2, 3 ], [ 3 ] ]

• DivisorsInt(n) âîçâðàùàåò ñïèñîê íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé öåëîãî ÷èñëà n.

http://ukrgap.exponenta.ru/Examples/integers.htm
http://www.gap-system.org/Manuals/doc/htm/tut/chapters.htm
http://www.gap-system.org/Manuals/doc/htm/ref/chapters.htm
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• FactorsInt(n) âîçâðàùàåò ðàçëîæåíèå öåëîãî ÷èñëà n íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè â
âèäå èõ ñïèñêà.

• Filtered(list, x->f(x) ) âîçâðàùàåò ñïèñîê òåõ ýëåìåíòîâ x èç ñïèñêà list , äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå f(x)=true.

• ForAll(list, x->f(x) ) ïðîâåðÿåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà x èç ñïèñêà
list âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå f(x)=true.

• ForAny(list, x->f(x) ) ïðîâåðÿåò, ÷òî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò x èç ñïèñ-
êà list , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå f(x)=true.

• Gcd(list) èëè Gcd(a1,a2,...,aN) âû÷èñëÿåò íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü öåëûõ
÷èñåë a1 , a2 , ... èëè öåëûõ ÷èñåë èç ñïèñêà list .

• Length(list) îïðåäåëÿåò äëèíó ñïèñêà list .

• a mod b âîçâðàùàåò îñòàòîê îò äåëåíèÿ a íà b .

• Phi(n) âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ Ýéëåðà φ(n).

• Product(list) âû÷èñëÿåò ïðîèçâåäåíèå âñåõ ýëåìåíòîâ ñïèñêà list

• Sum(list) âû÷èñëÿåò ñóììó âñåõ ýëåìåíòîâ ñïèñêà list

Ïðèìåð (ÃÒ 77): Ñêîëüêî ÷èñåë â èíòåðâàëå îò 1 äî 120 äåëèòñÿ íà îäíî è òîëüêî îäíî
èç ÷èñåë 2, 3 èëè 5 ?

Ñíà÷àëà ìû ïîëó÷èì ñïèñîê ýòèõ ÷èñåë, à çàòåì îïðåäåëèì èõ êîëè÷åñòâî:
Ïðèìåð

gap> l := Filtered( [ 1 .. 120 ], i ->

> Length( Filtered( [2,3,5], j -> i mod j = 0 ) ) = 1 );

[ 2, 3, 4, 5, 8, 9, 14, 16, 21, 22, 25, 26, 27, 28, 32, 33, 34, 35, 38, 39,

44, 46, 51, 52, 55, 56, 57, 58, 62, 63, 64, 65, 68, 69, 74, 76, 81, 82, 85,

86, 87, 88, 92, 93, 94, 95, 98, 99, 104, 106, 111, 112, 115, 116, 117, 118 ]

gap> Length(l);

56

Ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü è ñ ïîìîùüþ îäíîé êîìàíäû:
Ïðèìåð

gap> Length( Filtered( [ 1 .. 120 ], i ->

> Length( Filtered( [2,3,5], j -> i mod j = 0 ) ) = 1 ) );

56

C.2.2 Çàäàíèÿ äëÿ ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò

Âàðèàíò 1 (ÃÒ 65). Íàéòè ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ÷èñëà 3 â êàíîíè÷åñêîì ðàçëîæåíèè ÷èñëà
100!.
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Âàðèàíò (ÃÒ 66). Íàéòè ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ÷èñëà 11 â êàíîíè÷åñêîì ðàçëîæåíèè
÷èñëà 1000!.

Âàðèàíò 3 (ÃÒ 67). Ñêîëüêèìè íóëÿìè îêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëî 100! (ïðåäëîæèòü äâà ñïî-
ñîáà ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è, íå ñâîäÿùèõñÿ ê âûâîäó 100! íà ýêðàí è ðó÷íîìó ïîäñ÷åòó
íóëåé) ?

Âàðèàíò 4 (ÃÒ 68). Ðàçëîæèòü íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ÷èñëà 10!, 15!, 20!, 25!, 30!.
Âàðèàíò 5 (ÃÒ 69). Íàéòè êîëè÷åñòâî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿ-

ùèõ 180 è íå äåëÿùèõñÿ íè íà îäíî èç ïðîñòûõ ÷èñåë 5, 7, 11.
Âàðèàíò 6 (ÃÒ 70). Íàéòè êîëè÷åñòâî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿ-

ùèõ 2311 è íå äåëÿùèõñÿ íè íà îäíî èç ïðîñòûõ ÷èñåë 5, 7, 11, 13.
Âàðèàíò 7 (ÃÒ 71). Íàéòè êîëè÷åñòâî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿ-

ùèõ 100 è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ 36.
Âàðèàíò 8 (ÃÒ 72). Íàéòè êîëè÷åñòâî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿ-

ùèõ 12317 è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ 1575.
Âàðèàíò 9 (ÃÒ 73). Íàéòè êîëè÷åñòâî öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿ-

ùèõ 1000 è íå âçàèìíî ïðîñòûõ ñ 363.
Âàðèàíò 10 (ÃÒ 74). Â ðÿäó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë 1, ... , 1800, íà÷èíàÿ ñ åäèíèöû,

âû÷åðêèâàåòñÿ êàæäîå ïÿòîå, êàæäîå âîñüìîå è êàæäîå äåâÿòîå ÷èñëî. Ñêîëüêî ÷èñåë
íå áóäåò âû÷åðêíóòî?

Âàðèàíò 11 (ÃÒ 78). Â óðíå 5000 øàðîâ, ïåðåíóìåðîâàííûõ îò 1 äî 5000. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûíóòûé íàóäà÷ó øàð áóäåò èìåòü íîìåð, êðàòíûé êàêîìó-íèáóäü
èç ÷èñåë 14, 21, 10 ?

Âàðèàíò 12 (ÃÒ 84). Íàéòè âñå äåëèòåëè ÷èñåë 360, 375, 957, 988 (ïðåäëîæèòü äâà
ñïîñîáà ðåøåíèÿ, ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû).

Âàðèàíò 13 (ÃÒ 85). Íàéòè öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, çíàÿ, ÷òî îíî èìååò òîëüêî
äâà ïðîñòûõ äåëèòåëÿ, ÷èñëî âñåõ äåëèòåëåé ðàâíî 6, à ñóììà âñåõ äåëèòåëåé ðàâíà 28.

Âàðèàíò 14 (ÃÒ 91). Íàéòè öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ïðîèçâåäåíèå âñåõ äåëèòåëåé
êîòîðîãî ðàâíî 5832.

Âàðèàíò 15 (ÃÒ 101). Ñêîëüêî ÷èñåë â èíòåðâàëå îò 1 äî 120, íå âçàèìíî ïðîñòûõ ñ
30 (ïðåäëîæèòü äâà ñïîñîáà ðåøåíèÿ, ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû)?

Âàðèàíò 16 (ÃÒ 113). Íàéòè êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ ÷èñëà 300 è
èìåþùèõ ñ íèì íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì ÷èñëî 20.

Âàðèàíò 17 (ÃÒ 114). Íàéòè êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ ÷èñëà 1665 è
èìåþùèõ ñ íèì íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì ÷èñëî 37.

Âàðèàíò 18 (ÃÒ 115). Íàéòè êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ ÷èñëà 1476 è
èìåþùèõ ñ íèì íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì ÷èñëî 41.

C.3 Ëèíåéíûå ïðîãðàììû. Âåêòîðû è ìàòðèöû

C.3.1 Èíñòðóêöèè ïî âûïîëíåíèþ ðàáîòû

Äàííàÿ ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ îáó÷åíèÿ ðàçðàáîòêå ïðîñòåéøèõ ëè-
íåéíûõ ïðîãðàìì, îôîðìëåííûõ â âèäå ôóíêöèé, íà ïðèìåðå ðàáîòû ñ âåêòîðàìè è
ìàòðèöàìè. Ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ ïî äàííûì òåìàì ñîäåðæàòñÿ:

• â ðàçäåëå 3 äàííîãî ìåòîäè÷åñêîãî ïîñîáèÿ (î ìàòðèöàõ è âåêòîðàõ);

• â ïðèëîæåíèè A (î ñîçäàíèè è çàïóñêå ïðîãðàìì);
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• â ðàçäåëå �Lists and Records� ââåäåíèÿ â ñèñòåìó GAP

(http://www.gap-system.org/Manuals/doc/htm/tut/chapters.htm);

• â ðàçäåëàõ �Row vectors� è �Matrices� ñïðàâî÷íîãî ðóêîâîäñòâà ïî ñèñòåìå GAP
(http://www.gap-system.org/Manuals/doc/htm/ref/chapters.htm).

Ïðèìåð: Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóììû ýëåìåíòîâ ïîáî÷íîé äèàãîíàëè
ìàòðèöû A òðåòüåãî ïîðÿäêà, âõîäíûì ïàðàìåòðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà A, à âû-
õîäíûì - óêàçàííàÿ ñóììà.

Äëÿ ýòîãî ñîçäàäèì â ðàáî÷åì êàòàëîãå (ñîçäàííîì â ñîîòâåòñòâèè ñ èíñòðóêöèÿìè
ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû C.1) ôàéë lab3.g ñëåäóþùåãî ñîäåðæàíèÿ:

SumDiag:=function(A)

local s;

s := A[1][3] + A[2][2] + A[3][1];

return s;

end;

Òåïåðü ïðî÷èòàåì åãî ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé êîìàíäû (åñëè ñèñòåìà GAP çàïóùåíà èç
äðóãîãî êàòàëîãà, òî íóæíî áóäåò óêàçàòü ïîëíûé ïóòü ê ôàéëó):

Ïðèìåð

Read("lab3.g");

Òåïåðü ìû ìîæåì îáðàùàòüñÿ ê ôóíêöèè SumDiag, íàïðèìåð:
Ïðèìåð

gap> M:=[[1,2,3],[-1,-2,-3],[1,1,1]];

[ [ 1, 2, 3 ], [ -1, -2, -3 ], [ 1, 1, 1 ] ]

gap> SumDiag(M);

2

Äàííóþ ôóíêöèþ ìîæíî áûëî áû ðàçðàáîòàòü è áîëåå óíèâåðñàëüíûì îáðàçîì äëÿ ðàáî-
òû ñ ìàòðèöàìè ëþáîãî ïîðÿäêà (åå äîðàáîòêó äëÿ ïðîâåðêè òîãî, ÷òî ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ
êâàäðàòíîé, ìû îñòàâëÿåì ÷èòàòåëþ):

BetterSumDiag:=function(A)

local i, nrows, ncols;

nrows := Length( A ); # êîëè÷åñòâî ñòðîê

ncols := Length( A[1] ); # êîëè÷åñòâî ñòîëáöîâ

return Sum( List( [ 1 .. nrows ], i -> A[i][ncols-i+1] ) );

end;

Ïðè ðàçðàáîòêå ôóíêöèé îáðàòèòå âíèìàíèå íà ñëåäóþùåå:

http://www.gap-system.org/Manuals/doc/htm/tut/chapters.htm
http://www.gap-system.org/Manuals/doc/htm/ref/chapters.htm


Cèñòåìà êîìïüþòåðíîé àëãåáðû GAP 4.4 62

• îòñóòñòâèå òî÷êè ñ çàïÿòîé â ïåðâîé ñòðîêå

• îáÿçàòåëüíîñòü òî÷êè ñ çàïÿòîé ïîñëå êîìàíäû end

• íåîáõîäèìîñòü óêàçàíèÿ ëîêàëüíûõ ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ êîìàíäû local

• ñîîáùåíèå îá îøèáêå, åñëè èìÿ Âàøåé ôóíêöèè ñîâïàäåò ñ èìåíåì îäíîé èç áèá-
ëèîòå÷íûõ ôóíêöèé GAP

C.3.2 Çàäàíèÿ äëÿ ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò

Âàðèàíò 1. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáúåìà òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû, çà-
äàííîé êîîðäèíàòàìè ñâîèõ âåðøèí, ñ ïîìîùüþ ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ.

Âàðèàíò 2. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãëàâíûõ ìèíîðîâ îïðåäåëèòåëÿ
ìàòðèöû A òðåòüåãî ïîðÿäêà, âõîäíûì ïàðàìåòðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà A, à âû-
õîäíûì - ñïèñîê åå ãëàâíûõ ìèíîðîâ.

Âàðèàíò 3. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû A âòîðîãî
ïîðÿäêà, âõîäíûì ïàðàìåòðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà A, à âûõîäíûì - åå îïðåäåëè-
òåëü, âû÷èñëåííûé ïî ôîðìóëå det A = a11a22 − a12a21.

Âàðèàíò 4. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû A òðåòüåãî
ïîðÿäêà, âõîäíûì ïàðàìåòðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà A, à âûõîäíûì - åå îïðåäåëè-
òåëü, âû÷èñëåííûé ïî ïðàâèëó Ñàððþñà.

Âàðèàíò 5. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
âåêòîðîâ, çàäàííûõ ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â ÏÄÑÊ, âõîäíûìè ïàðàìåòðàìè êîòîðîé ÿâ-
ëÿþòñÿ äâà âåêòîðà u è v, à âûõîäíûì - âåêòîð, ÿâëÿþùèéñÿ èõ âåêòîðíûì ïðîèçâåäå-
íèåì.

Âàðèàíò 6. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
âåêòîðîâ, çàäàííûõ êîîðäèíàòàìè èõ íà÷àë è êîíöîâ â ÏÄÑÊ, âõîäíûìè ïàðàìåòðàìè
êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû ÷åòûðåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëó è
êîíöó âåêòîðîâ u è v, à âûõîäíûì - âåêòîð, ÿâëÿþùèéñÿ èõ âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Âàðèàíò 7. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìàòðèö âòî-
ðîãî ïîðÿäêà íåïîñðåäñòâåííî ïî îïðåäåëåíèþ ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö (ò.å. íå èñïîëüçóÿ
èìåþùóþñÿ â GAP îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ìàòðèö), âõîäíûìè ïàðàìåòðàìè êîòîðîé ÿâ-
ëÿþòñÿ ìàòðèöû A è B, à âûõîäíûì - ìàòðèöà C = AB.

Âàðèàíò 8. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèöû òðåòüåãî ïîðÿäêà
íåïîñðåäñòâåííî ïî îïðåäåëåíèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ ìàòðèö (ò.å. íå èñïîëüçóÿ èìåþùóþ-
ñÿ â GAP îïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ), âõîäíûì ïàðàìåòðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà
A, à âûõîäíûì - ìàòðèöà AT .

Âàðèàíò 9. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
âåêòîðîâ, çàäàííûõ ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â ÏÄÑÊ (íå èñïîëüçóÿ èìåþùóþñÿ â GAP

îïåðàöèþ ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ), âõîäíûìè ïàðàìåòðàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ
äâà âåêòîðà u è v, à âûõîäíûì - èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Âàðèàíò 10. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
âåêòîðîâ, çàäàííûõ êîîðäèíàòàìè èõ íà÷àë è êîíöîâ â ÏÄÑÊ (íå èñïîëüçóÿ èìåþùóþ-
ñÿ â GAP îïåðàöèþ ñêàëÿðíîãî óìíîæåíèÿ âåêòîðîâ), âõîäíûìè ïàðàìåòðàìè êîòîðîé
ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû ÷åòûðåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëó è êîíöó
âåêòîðîâ u è v, à âûõîäíûì - èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
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Âàðèàíò 11. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðìàíåíòà ìàòðèöû A âòîðîãî
ïîðÿäêà, âõîäíûì ïàðàìåòðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà A, à âûõîäíûì - åå ïåðìàíåíò,
ðàâíûé a11a22 + a12a21.

Âàðèàíò 12. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðìàíåíòà ìàòðèöû A òðåòüåãî
ïîðÿäêà, âõîäíûì ïàðàìåòðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà A, à âûõîäíûì - åå ïåðìàíåíò,
ðàâíûé ñóììå øåñòè ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì òðåõ ýëå-
ìåíòîâ ìàòðèöû A, âçÿòûõ ïî îäíîìó èç êàæäîé ñòðîêè è êàæäîãî ñòîëáöà.

Âàðèàíò 13. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñëåäà ìàòðèöû âòîðîãî ïîðÿäêà,
âõîäíûì ïàðàìåòðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà A, à âûõîäíûì åå ñëåä, ðàâíûé ñóììå
ýëåìåíòîâ åå ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Âàðèàíò 14. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñëåäà ìàòðèöû òðåòüåãî ïîðÿäêà,
âõîäíûì ïàðàìåòðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà A, à âûõîäíûì åå ñëåä, ðàâíûé ñóììå
ýëåìåíòîâ åå ãëàâíîé äèàãîíàëè.

Âàðèàíò 15. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, âõîäíûì ïàðàìåòðîì êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîîðäè-
íàòû äâóõ òî÷åê ïëîñêîñòè A è B, à âûõîäíûì - êîîðäèíàòû ñåðåäèíû îòðåçêà AB.

Âàðèàíò 16. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, âõîäíûì ïàðàìåòðîì êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîîðäè-
íàòû äâóõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà A è B,à âûõîäíûì - êîîðäèíàòû ñåðåäèíû îòðåçêà AB.

Âàðèàíò 17. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáðàçà âåêòîðà u = (u1, u2, u3)
ïîä äåéñòâèåì ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f , çàäàííîãî ìàòðèöåé A (íå èñïîëüçóÿ èìåþùó-
þñÿ â GAP îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð), âõîäíûìè ïàðàìåòðàìè êîòîðîé
ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöà A è êîîðäèíàòû âåêòîðà u, à âûõîäíûì - êîîðäèíàòû âåêòîðà Au.

Âàðèàíò 18. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ Ëèåâñêîãî êîììóòàòîðà [A,B]
äâóõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö A è B ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà n, âõîäíûìè ïàðàìåòðàìè êîòî-
ðîé ÿâëÿþòñÿ ìàòðèöû A è B, à âûõîäíûì - ìàòðèöà D = AB −BA.

C.4 Âåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû. Ìíîãî÷ëåíû

C.4.1 Èíñòðóêöèè ïî âûïîëíåíèþ ðàáîòû

Äàííàÿ ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ èçó÷åíèÿ îïåðàòîðà óñëîâíîãî ïåðåõîäà
íà ïðèìåðå ðàáîòû ñ ìíîãî÷ëåíàìè îò îäíîé ïåðåìåííîé.

Ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ ïî äàííûì òåìàì ñîäåðæàòñÿ:

• â ðàçäåëå 2 äàííîãî ìåòîäè÷åñêîãî ïîñîáèÿ;

• â ðàçäåëå �Ïðèìåíåíèå GAP äëÿ èçó÷åíèÿ òåîðèè ìíîãî÷ëå-
íîâ� ó÷åáíûõ ìàòåðèàëîâ ê êóðñó àëãåáðû è òåîðèè ÷èñåë
(http://ukrgap.exponenta.ru/Examples/Polynoms.htm);

• â ðàçäåëå �Polynomials and Rational Functions� ñïðàâî÷íîãî ðóêîâîäñòâà ïî ñèñòåìå
GAP (http://www.gap-system.org/Manuals/doc/htm/ref/chapters.htm).

Ïðèìåð: Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò, ÿâëÿþòñÿ ëè êîýôôèöèåíòû çàäàí-
íîãî ìíîãî÷ëåíà âçàèìíî ïðîñòûìè, è â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà âîçâðàùàåò èñ-
õîäíûé ìíîãî÷ëåí, à â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî - èñõîäíûé ìíîãî÷ëåí, ðàçäåëåííûé íà
ÍÎÄ ñâîèõ êîýôôèöèåíòîâ.

Ïåðåä òåì, êàê ïðèñòóïèòü ê ðàçðàáîòêå ôóíêöèè, ïîïðîáóåì ïîíÿòü ñõåìó åå ðàáîòû
â äèàëîãîâîì ðåæèìå. Çàäàäèì ïåðåìåííóþ õ è ìíîãî÷ëåí f îò ýòîé ïåðåìåííîé, çàòåì

http://ukrgap.exponenta.ru/Examples/Polynoms.htm
http://www.gap-system.org/Manuals/doc/htm/ref/chapters.htm
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ïîëó÷èì ñïèñîê êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà f, íàéäåì èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü
d è ðàçäåëèì íà íåãî ìíîãî÷ëåí f :

Ïðèìåð

gap> x:=Indeterminate(Rationals,"x");

x

gap> f:=20*x^3+15*x^2+10*x+5;

20*x^3+15*x^2+10*x+5

gap> CoefficientsOfUnivariatePolynomial(f);

[ 5, 10, 15, 20 ]

gap> d:=Gcd(last);

5

gap> f/5;

4*x^3+3*x^2+2*x+1

Òåïåðü â ðàáî÷åì êàòàëîãå ñîçäàäèì òåêñòîâûé ôàéë ñëåäóþùåãî ñîäåðæàíèÿ (ïîäðîá-
íûå èíñòðóêöèè ïî ðàáîòå ñ ôàéëàìè ñì. â ëàáîðàòîðíîé ðàáîòå C.3):

CoeffCancellation := function( f )

local d;

d := Gcd( CoefficientsOfUnivariatePolynomial( f ) );

if d<>1 then

return f/d;

else

return f;

fi;

end;

Ïîñëå ÷òåíèÿ äàííîé ïðîãðàììû (ñì. ïðèìåð èç ëàáîðàòîðíîé ðàáîòû C.3 ìû ìîæåì
îáðàùàòüñÿ ê ôóíêöèè CoeffCancellation. Äëÿ ïðîâåðêè ïðàâèëüíîñòè ðàáîòû îáåèõ
àëãîðèòìà ñíà÷àëà ïðèìåíèì åå ê ðàíåå çàäàííîìó ìíîãî÷ëåíó f, à çàòåì ê ìíîãî÷ëåíó
g, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî óæå ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè:

Ïðèìåð

gap> CoeffCancellation(f);

4*x^3+3*x^2+2*x+1

gap> g:=x^3+x^2+10*x+5;

x^3+x^2+10*x+5

gap> CoeffCancellation(g);

x^3+x^2+10*x+5</C>

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîãðàììà ðàáîòàåò êîððåêòíî. Ïðè ðàçðàáîòêå ôóíêöèé îáðàòèòå âíè-
ìàíèå íà ñëåäóþùåå:

• íåîáõîäèìîñòü òåñòèðîâàíèÿ îáåèõ âåòâåé àëãîðèòìà

• èñïîëüçîâàíèå îòñòóïîâ ïðè ôîðìàòèðîâàíèè òåêñòà ïðîãðàììû

• îïöèîíàëüíîñòü îïåðàòîðîâ else è elif â çàâèñèìîñòè îò êîíêðåòíîé çàäà÷è
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C.4.2 Çàäàíèÿ äëÿ ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò

Âàðèàíò 1. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò, èìååò ëè çàäàííûé ìíîãî÷ëåí f
êîðíè êðàòíîñòè âûøå ïåðâîé, è â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî îòâåòà âîçâðàùàåò èñõîäíûé
ìíîãî÷ëåí, à â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî - ìíîãî÷ëåí g, èìåþùèé òå æå êîðíè, ÷òî è èñõîä-
íûé, íî òîëüêî ïåðâîé êðàòíîñòè (ïðè ýòîì äëÿ íàõîæäåíèÿ ìíîãî÷ëåíà g íåîáõîäèìî
ðàçäåëèòü ìíîãî÷ëåí f íà íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ìíîãî÷ëåíà f è åãî ïðîèçâîäíîé
f ′ ). Ïðèìå÷àíèå: èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè Gcd, Derivative, IsOne.

Âàðèàíò 2. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò, ÿâëÿþòñÿ ëè äâà çàäàííûõ
ìíîãî÷ëåíà f è g âçàèìíî ïðîñòûìè, è â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà âîçâðàùàåò èõ
ïðîèçâåäåíèå, à â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî - èõ ïðîèçâåäåíèå, ðàçäåëåííîå íà èõ íàèáîëü-
øèé îáùèé äåëèòåëü. Ïðèìå÷àíèå: èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè Gcd, IsOne.

Âàðèàíò 3. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò, èìååò ëè çàäàííûé ìíîãî-
÷ëåí f ðàçíûå çíàêè íà êîíöàõ çàäàííîãî èíòåðâàëà [a,b], è â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî
îòâåòà âîçâðàùàåò ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà íà êîíöàõ èíòåðâàëà,
à â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî - íàèáîëüøåå èç çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà íà êîíöàõ èíòåðâàëà.
Ïðèìå÷àíèå: èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè Value, Maximum.

Âàðèàíò 4. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò, âñå ëè êîýôôèöèåíòû çàäàí-
íîãî ìíîãî÷ëåíà f ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè, è â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî îòâåòà âîçâðàùàåò
èñõîäíûé ìíîãî÷ëåí, à â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî - ìíîãî÷ëåí (1/2)*f .

Âàðèàíò 5. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò, ðàçëàãàåòñÿ ëè çàäàííûé ìíî-
ãî÷ëåí f â ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíûõ ìíîæèòåëåé, è â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà âîç-
âðàùàåò èõ ïðîèçâåäåíèå, à â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî - åäèíèöó. Ïðèìå÷àíèå: èñïîëüçî-
âàòü ôóíêöèè Factors, Degree.

Âàðèàíò 6. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò, ñîâïàäàþò ëè ñòåïåíè äâóõ
çàäàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ f è g, è â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà âîçâðàùàåò èõ ñóììó, à
â ñëó÷àå îòðèöàòëüíîãî - ïðîèçâåäåíèå. Ïðèìå÷àíèå: èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ Degree.

Âàðèàíò 7. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò, èìååò ëè çàäàííûé ìíîãî÷ëåí
f ÷åòíóþ ñòåïåíü, è â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî îòâåòà âîçâðàùàåò èñõîäíûé ìíîãî÷ëåí, à
â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî - ìíîãî÷ëåí x ∗ f . Ïðèìå÷àíèå: èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè Degree,
IndeterminateOfUnivariateRationalFunction.

Âàðèàíò 8. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò, ðàâåí ëè íóëþ ñâîáîäíûé
÷ëåí çàäàííîãî ìíîãî÷ëåíà, è â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî îòâåòà âîçâðàùàåò èñõîäíûé ìíî-
ãî÷ëåí, à â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî - ìíîãî÷ëåí f/x. Ïðèìå÷àíèå: èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ
IndeterminateOfUnivariateRationalFunction.

Âàðèàíò 9. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò, ðàâíà ëè åäèíèöå ñóììà êî-
ýôôèöåíòîâ çàäàííîãî ìíîãî÷ëåíà f , è â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà âîçâðàùàåò èñ-
õîäíûé ìíîãî÷ëåí, à â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî - ìíîãî÷ëåí, ïîëó÷åííûé èç ìíîãî÷ëåíà
f äåëåíèåì åãî íà ñóììó ñâîèõ êîýôôèöèåíòîâ.

Âàðèàíò 10. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò, ðàâåí ëè åäèíèöå ñòàðøèé
êîýôôèöèåíò çàäàííîãî ìíîãî÷ëåíà f , è â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà âîçâðàùàåò
èñõîäíûé ìíîãî÷ëåí, à â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî - ìíîãî÷ëåí, ïîëó÷åííûé èç ìíîãî÷ëåíà
f äåëåíèåì åãî íà ñâîé ñòàðøèé êîýôôèöèåíò.

Âàðèàíò 11. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò, ðàâíà ëè íóëþ ñóììà êî-
ýôôèöåíòîâ çàäàííîãî ìíîãî÷ëåíà f , è â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà âîçâðàùàåò èñ-
õîäíûé ìíîãî÷ëåí, à â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî - ìíîãî÷ëåí, ïîëó÷åííûé èç ìíîãî÷ëåíà
f âû÷èòàíèåì èç íåãî ñóììû ñâîèõ êîýôôèöèåíòîâ.
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Âàðèàíò 12. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò, ðàâíà ëè åäèíèöå ñóììà
êîýôôèöåíòîâ çàäàííîãî ìíîãî÷ëåíà f , è â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà âîçâðàùàåò
èñõîäíûé ìíîãî÷ëåí, à â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî - ìíîãî÷ëåí, ïîëó÷åííûé èç ìíîãî÷ëåíà
f âû÷èòàíèåì èç íåãî ñóììû ñâîèõ êîýôôèöèåíòîâ è ïðèáàâëåíèåì åäèíèöû.

Âàðèàíò 13. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò, èìååò ëè çàäàííûé ìíîãî-
÷ëåí f íå÷åòíóþ ñòåïåíü, è â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî îòâåòà âîçâðàùàåò èñõîäíûé ìíîãî-
÷ëåí, à â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî - ìíîãî÷ëåí x ∗ f . Ïðèìå÷àíèå: èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè
Degree, IndeterminateOfUnivariateRationalFunction.

Âàðèàíò 14. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò, ðàâíà ëè íóëþ ïðîèçâîäíàÿ
çàäàííîãî ìíîãî÷ëåíà f â çàäàííîé òî÷êå a, è â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî îòâåòà âîçâðàùàåò
çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà f â òî÷êå a, à â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî - çíà÷åíèå
ìíîãî÷ëåíà f â òî÷êå a. Ïðèìå÷àíèå: èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè Derivative, Value.

Âàðèàíò 15. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò, ïîëîæèòåëüíî ëè çíà÷åíèå
çàäàííîãî ìíîãî÷ëåíà f â çàäàííîé òî÷êå a, è â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî îòâåòà âîçâðàùàåò
çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà f â òî÷êå a, à â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî - çíà÷åíèå
ìíîãî÷ëåíà f â òî÷êå a. Ïðèìå÷àíèå: èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè Derivative, Value.

Âàðèàíò 16. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò, îòðèöàòåëüíî ëè çíà÷åíèå
çàäàííîãî ìíîãî÷ëåíà f â çàäàííîé òî÷êå a, è â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî îòâåòà âîçâðàùàåò
çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé ìíîãî÷ëåíà f â òî÷êå a, à â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî - çíà÷åíèå
ìíîãî÷ëåíà f â òî÷êå a. Ïðèìå÷àíèå: èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè Derivative, Value.

Âàðèàíò 17. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò, âñå ëè êîýôôèöèåíòû çà-
äàííîãî ìíîãî÷ëåíà f äåëÿòñÿ íà òðè, è â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî îòâåòà âîçâðàùàåò
èñõîäíûé ìíîãî÷ëåí, à â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî - ìíîãî÷ëåí f/3.

Âàðèàíò 18. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò, ðàâåí ëè åäèíèöå ñâîáîäíûé
÷ëåí çàäàííîãî ìíîãî÷ëåíà f , è â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà âîçâðàùàåò èñõîäíûé
ìíîãî÷ëåí, à â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíîãî - ìíîãî÷ëåí, ïîëó÷åííûé èç ìíîãî÷ëåíà f äåëå-
íèåì åãî íà ñâîé ñâîáîäíûé ÷ëåí.

C.5 Öèêëè÷åñêèå ïðîãðàììû (öèêë FOR). Áèíàðíûå îòíî-
øåíèÿ

C.5.1 Èíñòðóêöèè ïî âûïîëíåíèþ ðàáîòû

Äàííàÿ ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ èçó÷åíèÿ îïåðàòîðà öèêëà FOR íà ïðè-
ìåðå ðàáîòû ñ áèíàðíûìè îòíîøåíèÿìè. Ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ ïî äàííûì òåìàì ñîäåð-
æàòñÿ:

• â ðàçäåëå 2 äàííîãî ìåòîäè÷åñêîãî ïîñîáèÿ;

• â ðàçäåëå �Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ â GAP� ó÷åáíûõ ìàòåðèàëîâ ê êóðñó àëãåáðû è
òåîðèè ÷èñåë (http://ukrgap.exponenta.ru/Examples/relation.htm);

• â ðàçäåëå �Relations� ñïðàâî÷íîãî ðóêîâîäñòâà ïî ñèñòåìå GAP

(http://www.gap-system.org/Manuals/doc/htm/ref/chapters.htm).

Ïðèìåð: Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, âõîäíûì ïàðàìåòðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ áèíàðíîå îòíî-
øåíèå r, çàäàííîå íà ìíîæåñòâå èç n ýëåìåíòîâ, à âûõîäíûì - êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà M
ïîðÿäêà n×n, â êîòîðîé mij = 1, åñëè i è j íàõîäÿòñÿ â áèíàðíîì îòíîøåíèè ρ, è mij = 0

http://ukrgap.exponenta.ru/Examples/relation.htm
http://www.gap-system.org/Manuals/doc/htm/ref/chapters.htm


Cèñòåìà êîìïüþòåðíîé àëãåáðû GAP 4.4 67

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (òàêèì îáðàçîì, M - ìàòðèöà ñìåæíîñòè îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà,
ñîîòâåòñòâóþùåãî áèíàðíîìó îòíîøåíèþ ρ).

Äàííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ìû îïðåäåëÿåì ïîðÿäîê ìíî-
æåñòâàN , íà êîòîðîì çàäàíî áèíàðíîå îòíîøåíèå r, è ñòðîèì íóëåâóþ ìàòðèöó m ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ðàçìåðà ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè NullMat. Çàòåì ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Successors

ìû ïîëó÷àåì ñïèñîê s, i-é ýëåìåíò êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñïèñêîì íîìåðîâ òåõ ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà N , êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â áèíàðíîì îòíîøåíèè ρ c i-ì ýëåìåíòîì. Äëÿ çàìåíû
íóæíûõ ýëåìåíòîâ íóëåâîé ìàòðèöû åäèíèöàìè ìû ïåðåáèðàåì ýëåìåíòû ïîëó÷åííîãî
ñïèñêà s. Ïðè ýòîì i-é ýëåìåíò ñïèñêà s îïðåäåëÿåò, êàêèå ýëåìåíòû i-é ñòðîêè ìàòðèöû
m äîëæíû áûòü ðàâíû åäèíèöå - íà åäèíèöó çàìåíÿþòñÿ òå ýëåìåíòû i-é ñòðîêè ìàòðèöû
m, êîòîðûå ëåæàò â ñòîëáöàõ ñ íîìåðàìè èç ñïèñêà s[i]:

MatrixOfBinaryRelation:=function(r)

local s, n, m, i, j;

n := DegreeOfBinaryRelation( r );

m := NullMat( n, n );

s := Successors( r );

for i in [ 1 .. Length(s) ] do

for j in s[i] do

m[i][j]:=1;

od;

od;

return m;

end;

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ôîðìàòèðîâàíèå ïðîãðàììû (âûäåëåíèå öèêëîâ ñ ïîìîùüþ îòñòó-
ïîâ), à òàêæå íà òî, ÷òî ïåðåáèðàòü ìîæíî íå òîëüêî ÷èñëà èç çàäàííîãî äèàïàçîíà (êàê
âî âíåøíåì öèêëå), íî è âñå ýëåìåíòû èç çàäàííîãî ñïèñêà (êàê âî âíóòðåííåì öèêëå).

Ïîñëå ââîäà äàííîé ïðîãðàììû çàäàäèì ñëó÷àéíûì îáðàçîì áèíàðíîå îòíîøåíèå íà
ìíîæåñòâå èç ïÿòè ýëåìåíòîâ:

Ïðèìåð

gap> r:=RandomBinaryRelationOnPoints(5);

Binary Relation on 5 points

Ïîëó÷èì åãî îïèñàíèå ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Successors:
Ïðèìåð

gap> Successors(r);

[ [ 1, 2, 4 ], [ 1, 3, 4, 5 ], [ 3, 5 ], [ 2, 4, 5 ], [ 2, 3, 4 ] ]

Òåïåðü âû÷èñëèì åãî ìàòðèöó ñìåæíîñòè è óáåäèìñÿ â ïðàâèëüíîñòè ïîëó÷åííîãî ðåçóëü-
òàòà, ñîïîñòàâèâ íîìåðà ñòðîê è ñòîëáöîâ, â êîòîðûõ íàõîäÿòñÿ åäèíèöû, ñ ðåçóëüòàòîì
Successors(r) :

Ïðèìåð

gap> Display( MatrixOfBinaryRelation( r ) );
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[ [ 1, 1, 0, 1, 0 ],

[ 1, 0, 1, 1, 1 ],

[ 0, 0, 1, 0, 1 ],

[ 0, 1, 0, 1, 1 ],

[ 0, 1, 1, 1, 0 ] ]

Âû÷èñëèì ìàòðèöó ñìåæíîñòè äëÿ ìèíèìàëüíîãî ñèììåòðè÷íîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ,
ñîäåðæàùåãî çàäàííîå, è óáåäèìñÿ â åå ñèììåòðè÷íîñòè îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè:

Ïðèìåð

gap> Display( MatrixOfBinaryRelation( SymmetricClosureBinaryRelation( r ) ) );

[ [ 1, 1, 0, 1, 0 ],

[ 1, 0, 1, 1, 1 ],

[ 0, 1, 1, 0, 1 ],

[ 1, 1, 0, 1, 1 ],

[ 0, 1, 1, 1, 0 ] ]

Âû÷èñëèì ìàòðèöó ñìåæíîñòè äëÿ ìèíèìàëüíîãî ðåôëåêñèâíîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ,
ñîäåðæàùåãî çàäàííîå, è óáåäèìñÿ â òîì, ÷òî âñå ýëåìåíòû íà åå ãëàâíîé äèàãîíàëè
ðàâíû åäèíèöå:

Ïðèìåð

gap> Display( MatrixOfBinaryRelation( ReflexiveClosureBinaryRelation( r ) ) );

[ [ 1, 1, 0, 1, 0 ],

[ 1, 1, 1, 1, 1 ],

[ 0, 0, 1, 0, 1 ],

[ 0, 1, 0, 1, 1 ],

[ 0, 1, 1, 1, 1 ] ]

Òåïåðü ïðîâåðèì, ÷òî ìàòðèöà îòíîøåíèÿ òîæäåñòâà ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé:
Ïðèìåð

gap> Display( MatrixOfBinaryRelation( IdentityBinaryRelation( 5 ) ) );

[ [ 1, 0, 0, 0, 0 ],

[ 0, 1, 0, 0, 0 ],

[ 0, 0, 1, 0, 0 ],

[ 0, 0, 0, 1, 0 ],

[ 0, 0, 0, 0, 1 ] ]

Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòàííàÿ ôóíêöèÿ ðàáîòàåò êîððåêòíî.

C.5.2 Çàäàíèÿ äëÿ ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò

Âàðèàíò 1. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ âîçâðà-
ùàåò áèíàðíîå îòíîøåíèå, ÿâëÿþùååñÿ åãî îòðèöàíèåì.

Âàðèàíò 2. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ äâóõ çàäàííûõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé
âîçâðàùàåò áèíàðíîå îòíîøåíèå, ÿâëÿþùååñÿ èõ ïåðåñå÷åíèåì.
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Âàðèàíò 3. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ äâóõ çàäàííûõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé
âîçâðàùàåò áèíàðíîå îòíîøåíèå, ÿâëÿþùååñÿ èõ îáúåäèíåíèåì.

Âàðèàíò 4. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ äâóõ çàäàííûõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé
âîçâðàùàåò áèíàðíîå îòíîøåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ðàçíîñòüþ ïåðâîãî è âòîðîãî îòíîøåíèé.

Âàðèàíò 5. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ äâóõ çàäàííûõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé
âîçâðàùàåò áèíàðíîå îòíîøåíèå, ÿâëÿþùååñÿ êîìïîçèöèåé ïåðâîãî è âòîðîãî îòíîøåíèé.

Âàðèàíò 6. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ âîç-
âðàùàåò îáðàòíîå ê íåìó áèíàðíîå îòíîøåíèå.

Âàðèàíò 7. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ äâóõ çàäàííûõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé
ïðîâåðÿåò, ÿâëÿåòñÿ ëè ïåðâîå èç íèõ ïîäìíîæåñòâîì âòîðîãî.

Âàðèàíò 8. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ âîçâðàùàåò áèíàðíîå îòíîøåíèå, ñîîò-
âåòñòâóþùåå çàäàííîìó ðàçáèåíèþ ìíîæåñòâà ïåðâûõ n íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Âàðèàíò 9. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ âîçâðàùàåò ñïèñîê âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ
ïàð, ïðèíàäëåæàùèõ çàäàííîìó áèíàðíîìó îòíîøåíèþ.

Âàðèàíò 10. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ρ
âîçâðàùàåò ñïèñîê ýëåìåíòîâ x, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå xρx.

Âàðèàíò 11. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ρ
âîçâðàùàåò ñïèñîê âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ýëåìåíòîâ (x, y), äëÿ êîòîðûõ îäíîâðåìåííî
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ xρy è yρx.

Âàðèàíò 12. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ r
âîçâðàùàåò ñïèñîê âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ýëåìåíòîâ (x,y), òàêèõ ÷òî êîòîðûõ âûïîë-
íÿåòñÿ óñëîâèå x r y, íî íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå yrx.

Âàðèàíò 13. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ r
âîçâðàùàåò ñïèñîê âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð ýëåìåíòîâ (x,y), òàêèõ ÷òî êîòîðûõ âûïîë-
íÿåòñÿ óñëîâèå x r y, è ýëåìåíòû x è y íå ñîâïàäàþò.

Âàðèàíò 14. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ
îïðåäåëÿåò ìèíèìàëüíûé íàáîð óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, êîòîðûå íóæíî èñêëþ÷èòü èç áè-
íàðíîãî îòíîøåíèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû îíî ñòàëî àíòèðåôëåêñèâíûì.

Âàðèàíò 15. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ
îïðåäåëÿåò ìèíèìàëüíûé íàáîð óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, êîòîðûå íóæíî èñêëþ÷èòü èç áè-
íàðíîãî îòíîøåíèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû îíî ñòàëî àñèììåòðè÷íûì.

Âàðèàíò 16. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ
îïðåäåëÿåò ìèíèìàëüíûé íàáîð óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, êîòîðûå íóæíî èñêëþ÷èòü èç áè-
íàðíîãî îòíîøåíèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû îíî ñòàëî àíòèñèììåòðè÷íûì.

Âàðèàíò 17. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ âîçâðàùàåò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ çàäàí-
íîãî áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ.

Âàðèàíò 18. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ âîçâðàùàåò îáëàñòü çíà÷åíèÿ çàäàííîãî
áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ.

C.6 Öèêëè÷åñêèå ïðîãðàììû (öèêë WHILE). Ïîäñòàíîâêè

C.6.1 Èíñòðóêöèè ïî âûïîëíåíèþ ðàáîòû

Äàííàÿ ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ èçó÷åíèÿ îïåðàòîðà öèêëà WHILE íà
ïðèìåðå ðàáîòû ñ ïîäñòàíîâêàìè. Ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ ïî äàííûì òåìàì ñîäåðæàòñÿ:

• â ðàçäåëå 2 äàííîãî ìåòîäè÷åñêîãî ïîñîáèÿ;
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• â ðàçäåëàõ �Ïîäñòàíîâêè â ñèñòåìå GAP� è �Àëãîðèòì óìíîæåíèÿ
ïîäñòàíîâîê� ó÷åáíûõ ìàòåðèàëîâ ê êóðñó àëãåáðû è òåîðèè ÷èñåë
(http://ukrgap.exponenta.ru/Examples/examples.htm);

• â ðàçäåëå �Permutations� ñïðàâî÷íîãî ðóêîâîäñòâà ïî ñèñòåìå GAP

(http://www.gap-system.org/Manuals/doc/htm/ref/chapters.htm).

Ïðèìåð: Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ïîðÿäîê çàäàííîé ïîäñòàíîâêè,
îïðåäåëÿÿ ìèíèìàëüíóþ ñòåïåíü, â êîòîðóþ íóæíî åå âîçâåñòè, ÷òîáû ïîëó÷èòü òîæ-
äåñòâåííóþ ïîäñòàíîâêó.

Äàííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé ôóíêöèè:

OrderOfPermutation:=function(s)

local k, t;

k:=1;

t:=s;

while t <> () do

t:=t*s;

k:=k+1;

od;

return k;

end;

Èìÿ ôóíêöèè OrderOfPermutation áûëî âûáðàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îíî íå ñîâïàäàëî
ñ èìåíåì èìåþùåéñÿ â GAP ñòàíäàðòíîé ôóíêöèè OrderPerm - èíà÷å ïðè åå ââîäå áûëî
áû ïîëó÷åíî ñîîáùåíèå îá îøèáêå, ò.ê. áèáëèîòå÷íûå ôóíêöèè çàùèùåíû îò ïåðåîïðå-
äåëåíèÿ ïîëüçîâàòåëåì.

Ïîñëå ââîäà äàííîé ïðîãðàììû ïðîòåñòèðóåì åå íà ðàçëè÷íûõ ïîäñòàíîâêàõ:
Ïðèìåð

gap> OrderOfPermutation( () );

1

gap> OrderOfPermutation( (1,2) );

2

gap> OrderOfPermutation( (1,2,3) );

3

gap> OrderOfPermutation( (1,2,3)(4,5) );

6

Çàìåòèì, ÷òî ïîðÿäîê ïîäñòàíîâêè ðàâåí íàèìåíüøåìó îáùåìó êðàòíîìó äëèí íåçàâè-
ñèìûõ öèêëîâ â åå ðàçëîæåíèè (ñì. ïîñëåäíèé ïðèìåð), è èñïîëüçîâàíèå ýòîãî ôàêòà
ïîçâîëèëî áû áîëåå ýôôåêòèâíî íàéòè ïîðÿäîê ïîäñòàíîâêè, èçáåæàâ åå âîçâåäåíèÿ â
ñòåïåíü. Ïîýòîìó äàííûé ïðèìåð ïðèìåíèì òîëüêî â ó÷åáíûõ öåëÿõ. Ñðàâíèì áûñòðî-
äåéñòâèå íàøåé ôóíêöèè ñî ñòàíäàðòíîé:

Ïðèìåð

gap> for i in [1..1000] do

> k:=OrderPerm( (1,2,3,4,5)(6,7,8)(9,10)(11,12,13,14,15)(16,17,18) );

http://ukrgap.exponenta.ru/Examples/examples.htm
http://www.gap-system.org/Manuals/doc/htm/ref/chapters.htm
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> od;

gap> time;

384

gap> for i in [1..1000] do

> k:=OrderOfPermutation( (1,2,3,4,5)(6,7,8)(9,10)(11,12,13,14,15)(16,17,18) );

> od;

gap> time;

743

Òàêèì îáðàçîì, ìû âèäèì, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ ôóíêöèÿ áîëåå ýôôåêòèâíà.
Ïîëó÷èì ñ ïîìîùüþ íàøåé ôóíêöèè ñïèñîê ïîðÿäêîâ âñåõ ýëåìåíòîâ ñèììåòðè÷åñêîé

ãðóïïû ïîäñòàíîâîê òðåòüåé ñòåïåíè:
Ïðèìåð

gap> List( SymmetricGroup(3), OrderOfPermutation );

[ 1, 2, 3, 2, 3, 2 ]

Ïîâòîðèì òî æå ñàìîå äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû ïîäñòàíîâîê ïÿòîé ñòåïåíè, ñãðóï-
ïèðîâàâ ðåçóëüòàòû:

Ïðèìåð

gap> Collected( List( SymmetricGroup(5), OrderOfPermutation ) );

[ [ 1, 1 ], [ 2, 25 ], [ 3, 20 ], [ 4, 30 ], [ 5, 24 ], [ 6, 20 ] ]

Òàêèì îáðàçîì, â íåé 25 ýëåìåíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà, 20 - òðåòüåãî, 30 - ÷åòâåðòîãî, 24 -
ïÿòîãî, è 20 - øåñòîãî ïîðÿäêà.

C.6.2 Çàäàíèÿ äëÿ ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò

Ïðèìå÷àíèå: íåîáõîäèìî ðàçðàáîòàòü ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ ñ îáÿçàòåëüíûì ïðèìåíå-
íèåì öèêëà WHILE, íåçàâèñèìî îò òîãî, ðåøàåòñÿ ëè çàäà÷à ïðÿìûì ïðèìåíåíèåì ñòàí-
äàðòíîé ôóíêöèè ñèñòåìû GAP èëè íåò. Âàðèàíò 1. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ
çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s îïðåäåëÿåò ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, òàêîå ÷òî sk êîì-
ìóòèðóåò ñ çàäàííîé ïîäñòàíîâêîé t.

Âàðèàíò 2. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s îïðåäåëÿåò
ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, òàêîå ÷òî sk ïåðåâîäèò çàäàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n
â çàäàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, è âîçâðàùàåò fail, åñëè òàêîãî ÷èñëà k íå ñóùåñòâóåò.

Âàðèàíò 3. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s îïðåäåëÿåò
ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, êîòîðîå îíà îñòàâëÿåò íà ìåñòå.

Âàðèàíò 4. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s îïðåäåëÿåò
ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, òàêîå ÷òî sk îñòàâëÿåò íà ìåñòå çàäàííîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî n.

Âàðèàíò 5. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s îïðåäåëÿåò
ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, òàêîå ÷òî êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïåðåìåùà-
åìûõ ïîäñòàíîâêîé sk, íå ïðåâîñõîäèò çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.
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Âàðèàíò 6. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s îïðåäåëÿåò
ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, òàêîå ÷òî sk îñòàâëÿåò íà ìåñòå åäèíèöó.

Âàðèàíò 7. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s îïðåäåëÿåò
ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, òàêîå ÷òî sk êîììóòèðóåò ñ ïîäñòàíîâêîé (12).

Âàðèàíò 8. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s îïðåäåëÿåò
ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, òàêîå ÷òî sk ïåðåâîäèò 1 â 2, è âîçâðàùàåò fail, åñëè
òàêîãî ÷èñëà k íå ñóùåñòâóåò.

Âàðèàíò 9. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s âû÷èñëÿåò
îðáèòó ÷èñëà 1, ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë, â êîòîðûå åäèíèöó ìîæíî ïåðåâåñòè ñ ïîìî-
ùüþ íåêîòîðîé ñòåïåíè sk èñõîäíîé ïîäñòàíîâêè.

Âàðèàíò 10. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s îïðåäåëÿåò
ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, òàêîå ÷òî êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïåðåìåùà-
åìûõ ïîäñòàíîâêîé sk, íå ïðåâîñõîäèò 5.

Âàðèàíò 11. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s îïðåäåëÿåò
ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, òàêîå ÷òî sk îñòàâëÿåò íà ìåñòå íàèáîëüøåå ÷èñëî,
ïåðåìåùàåìîå äàííîé ïîñòàíîâêîé.

Âàðèàíò 12. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s îïðåäåëÿåò
ìàêñèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, òàêîå ÷òî sk íå êîììóòèðóåò ñ ïîäñòàíîâêîé ( 1 2 ).

Âàðèàíò 13. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s îïðåäåëÿåò
ìàêñèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, òàêîå ÷òî êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïåðåìåùà-
åìûõ ïîäñòàíîâêîé sk, ïðåâîñõîäèò çàäàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, è âîçâðàùàåò fail,
åñëè òàêîãî ÷èñëà k íå ñóùåñòâóåò.

Âàðèàíò 14. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s âû÷èñëÿ-
åò îðáèòó íàèìåíüøåãî ÷èñëà, ïåðåìåùàåìîãî äàííîé ïîäñòàíîâêîé, ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ
÷èñåë, â êîòîðûå åãî ìîæíî ïåðåâåñòè ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ñòåïåíè sk èñõîäíîé ïîäñòà-
íîâêè.

Âàðèàíò 15. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s âîçâðàùàåò
ìíîæåñòâî îðáèò ÷èñåë, ïåðåìåùàåìûõ äàííîé ïîäñòàíîâêîé.

Âàðèàíò 16. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s îïðåäåëÿåò
ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, òàêîå ÷òî sk îñòàâëÿåò íà ìåñòå íàèìåíüøåå ÷èñëî,
ïåðåìåùàåìîå äàííîé ïîñòàíîâêîé.

Âàðèàíò 17. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s âû÷èñëÿ-
åò îðáèòó íàèáîëüøåãî ÷èñëà, ïåðåìåùàåìîãî äàííîé ïîäñòàíîâêîé, ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ
÷èñåë, â êîòîðûå åãî ìîæíî ïåðåâåñòè ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ñòåïåíè sk èñõîäíîé ïîäñòà-
íîâêè.

Âàðèàíò 18. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s îïðåäåëÿ-
åò ìàêñèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, òàêîå ÷òî êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïåðå-
ìåùàåìûõ ïîäñòàíîâêîé sk, ïðåâîñõîäèò 5, è âîçâðàùàåò fail, åñëè òàêîãî ÷èñëà k íå
ñóùåñòâóåò.
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C.7 Öèêëè÷åñêèå ïðîãðàììû (öèêë REPEAT). Ãðóïïû ïîä-
ñòàíîâîê

C.7.1 Èíñòðóêöèè ïî âûïîëíåíèþ ðàáîòû

Äàííàÿ ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ èçó÷åíèÿ îïåðàòîðà öèêëà REPEAT
íà ïðèìåðå ðàáîòû ñ ïîäñòàíîâêàìè è ãðóïïàìè ïîäñòàíîâîê. Ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ ïî
äàííûì òåìàì ñîäåðæàòñÿ:

• â ðàçäåëå 2 äàííîãî ìåòîäè÷åñêîãî ïîñîáèÿ;

• â ðàçäåëàõ �Ïîäñòàíîâêè â ñèñòåìå GAP�, �Ïîñòðîåíèå òàáëèöû óìíî-
æåíèÿ äëÿ êîíå÷íîé ãðóïïû ïîäñòàíîâîê� è �Àëãîðèòì óìíîæåíèÿ
ïîäñòàíîâîê� ó÷åáíûõ ìàòåðèàëîâ ê êóðñó àëãåáðû è òåîðèè ÷èñåë
(http://ukrgap.exponenta.ru/Examples/examples.htm);

• â ðàçäåëàõ �Permutations� è �Permutation groups� ñïðàâî÷íîãî ðóêîâîäñòâà ïî ñè-
ñòåìå GAP (http://www.gap-system.org/Manuals/doc/htm/ref/chapters.htm).

Ïðèìåð: Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ âûáèðàåò ñëó÷àéíûì îáðàçîì ýëåìåíò çàäàí-
íîé ãðóïïû ïîäñòàíîâîê, äåéñòâóþùåé íà ìíîæåñòâå M = {1,...,n}, äî òåõ ïîð, ïîêà íå
îáíàðóæèò ïîäñòàíîâêó, êîòîðàÿ ïåðåñòàâëÿåò âñå òî÷êè ìíîæåñòâà M , è âîçâðàùàåò
íàéäåííóþ ïîäñòàíîâêó.

Ñíà÷àëà íóæíî ïîíÿòü, êàê îïðåäåëèòü ïîðÿäîê ìíîæåñòâà M , è êàê ïîíÿòü, ÷òî
çàäàííàÿ ïîäñòàíîâêà íå èìååò íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Äëÿ ýòîãî ïîýêñïåðèìåíòèðóåì â
äèàëîãîâîì ðåæèìå ñ íåêîòîðûìè ôóíêöèÿìè èç ðàçäåëà �Ïîäñòàíîâêè â ñèñòåìå GAP�
(http://ukrgap.exponenta.ru/Examples/permutat.htm):

Ïðèìåð

gap> G:=SymmetricGroup(3);

Sym( [ 1 .. 3 ] )

gap> LargestMovedPoint(G);

3

gap> s:=(1,2);

(1,2)

gap> NrMovedPoints(s);

2

gap> t:=(1,2,3);

(1,2,3)

gap> NrMovedPoints(t);

3

Òåïåðü çàäà÷à ñòàëà áîëåå ÿñíîé, è ìîæíî ðàçðàáîòàòü ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ:

FindFixedPointFreePermutation:=function(G)

local n,s;

n:=LargestMovedPoint(G);

repeat

s := Random(G);

http://ukrgap.exponenta.ru/Examples/examples.htm
http://www.gap-system.org/Manuals/doc/htm/ref/chapters.htm
http://ukrgap.exponenta.ru/Examples/permutat.htm
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until NrMovedPoints(s) = n;

return s;

end;

Ïðîòåñòèðóåì åå íà ðàçëè÷íûõ ãðóïïàõ:
Ïðèìåð

gap> G:=SymmetricGroup(3);

Sym( [ 1 .. 3 ] )

gap> FindFixedPointFreePermutation(G);

(1,3,2)

gap> FindFixedPointFreePermutation(AlternatingGroup(4));

(1,2)(3,4)

gap> FindFixedPointFreePermutation(AlternatingGroup(5));

(1,3,5,4,2)

gap> G:=SymmetricGroup(30);

Sym( [ 1 .. 30 ] )

gap> Size(G);

265252859812191058636308480000000

gap> FindFixedPointFreePermutation(G);

(1,23)(2,19,10,8,3)(4,12,5,28,6,13,14,29,11,21,20,24,26,18,16,17)(7,27,15,9,25,30,22)

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå M={1,...,n} â ïîñòàíîâêå çàäà÷è ñóùåñòâåííî, òàê êàê ïðîãðàììà
çàöèêëèâàåòñÿ â ñëåäóþùåì ïðèìåðå:

Ïðèìåð

gap> G:=Group((2,3));

Group([ (2,3) ])

gap> FindFixedPointFreePermutation(G);

Òàêîå ïîâåäåíèå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå LargestMovedPoint(G) âîçâðàùàåò 3.
Åñòåñòâåííî, ÷òî íèêàêàÿ ïîäñòàíîâêà èç ãðóïïû G íå ïåðåìåùàåò òðè òî÷êè, è ïîýòîìó
íóæíîå óñëîâèå íèêîãäà íå äîñòèãàåòñÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôóíêöèÿ NrMovedPoints(G)

âîçâðàùàåò 2, è íóæíî èñïîëüçîâàòü èìåííî åå. Ïîýòîìó äëÿ áîëüøåé óíèâåðñàëüíîñòè
íàøó ôóíêöèþ íóæíî ìîäèôèöèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

FindFixedPointFreePermutation:=function(G)

local n,s;

n:=NrMovedPoints(G);

repeat

s := Random(G);

until NrMovedPoints(s) = n;

return s;

end;

Ïðîâåðèì òåïåðü åå ðàáîòó:



Cèñòåìà êîìïüþòåðíîé àëãåáðû GAP 4.4 75

gap> G:=Group((2,3));

Group([ (2,3) ])

gap> FindFixedPointFreePermutation(G);

(2,3)

gap> FindFixedPointFreePermutation(SymmetricGroup(10));

(1,2)(3,5,9,8)(4,10)(6,7)

gap> FindFixedPointFreePermutation(SymmetricGroup(100));

(1,11,24,8,37,73,62,38,97,54,88,47,2,60,50,56,19,84,67,65,32,69,14,4,10,6,33,

52,83,70,5,29,91,86,77,78,43,61,35,3,22,57,95,85,23)(7,98,16,28,34,13,48,39,

46,90,45,40,21,42,36,18,17,58,76,74)(9,96,92,15,89,41,93,59,75)(12,79,30,94,

99,51,53,31,81,63,44,55)(20,82,71)(25,80,49,68,26,87,64,100,27,72,66)

Ìû âèäèì, ÷òî îíà ðàáîòàåò êîððåêòíî êàê ñ ãðóïïàìè, îñòàâëÿþùèìè åäèíèöó íà ìåñòå,
òàê è ñ ñèììåòðè÷åñêèìè ãðóïïàìè ïîäñòàíîâîê.

Èíîãäà ïðè òåñòèðîâàíèè ãèïîòåç èíòåðåñíî îòáðàæàòü äèíàìèêó ðàñ÷åòà íà ýêðàíå
è ïðîñëåäèòü, ñêîëüêî ïîïûòîê âûáîðà ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà èç ãðóïïû áûëî ñäåëàíî,
ïðåæäå ÷åì áûë íàéäåí ýëåìåíò ñ íåîáõîäèìûìè ñâîéñòâàìè. Äëÿ ýòîãî ìîæíî âñòàâèòü â
ôóíêöèþ ñ÷åò÷èê è îòîáðàæàòü åãî òåêóùåå çíà÷åíèå íà ýêðàíå. Ïðè ýòîì óïðàâëÿþùàÿ
ñòðîêà �\r� èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñòèðàíèÿ ðåçóëüòàòà ïðåäûäóùåãî âûâîäà íà ýêðàí è ïå÷àòè
íîâîé èíôîðìàöèè â òîé æå ñòðîêå:

FindFixedPointFreePermutation:=function(G)

local n,s,k;

n:=NrMovedPoints(G);

k:=0;

repeat

s := Random(G);

k := k+1;

Print(k, "\r");

until NrMovedPoints(s) = n;

Print("\n");

return s;

end;

Òåïåðü ñêîïèðóéòå â îêíî GAP ïîñëåäíèé âàðèàíò íàøåé ôóíêöèè è îáðàòèòåñü ê íåé
íåñêîëüêî ðàç äëÿ êàêîé-íèáóäü äîâîëüíî áîëüøîé ãðóïïû. Ïîñìîòðèòå, ñêîëüêî øàãîâ
â ñðåäíåì òðåáóåòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ íóæíîé ïîäñòàíîâêè.

C.7.2 Çàäàíèÿ äëÿ ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò

Â äàííîé ëàáîðàòîðíîé ðàáîòå Âàì íåîáõîäèìî ðåøèòü òó æå çàäà÷ó, ÷òî è â ðàáîòå
C.6, íî òîëüêî ñ ïðèìåíåíèåì öèêëà REPEAT âìåñòî öèêëà WHILE. Êðîìå òîãî, ïðè òå-
ñòèðîâàíèè ðàçðàáîòàííîé Âàìè ôóíêöèè Âû äîëæíû âìåñòî íåïîñðåäñòâåííîãî çàäàíèÿ
ïîäñòàíîâêè ñíà÷àëà çàäàòü íåêîòîðóþ ãðóïïó ïîäñòàíîâîê (íàïðèìåð, ñèììåòðè÷åñêóþ,



Cèñòåìà êîìïüþòåðíîé àëãåáðû GAP 4.4 76

çíàêîïåðåìåííóþ, èëè ïîðîæäåííóþ óêàçàííûì Âàìè ñïèñêîì ïîäñòàíîâîê), ïîñëå ÷å-
ãî âûáðàòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì åå ýëåìåíò(û) äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â êà÷åñòâå àðãóìåíòà
Âàøåé ôóíêöèè.

Âàðèàíò 1. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s îïðåäåëÿåò
ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, òàêîå ÷òî sk êîììóòèðóåò ñ çàäàííîé ïîäñòàíîâêîé t.

Âàðèàíò 2. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s îïðåäåëÿåò
ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, òàêîå ÷òî sk ïåðåâîäèò çàäàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n
â çàäàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, è âîçâðàùàåò fail, åñëè òàêîãî ÷èñëà k íå ñóùåñòâóåò.

Âàðèàíò 3. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s îïðåäåëÿåò
ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, êîòîðîå îíà îñòàâëÿåò íà ìåñòå.

Âàðèàíò 4. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s îïðåäåëÿåò
ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, òàêîå ÷òî sk îñòàâëÿåò íà ìåñòå çàäàííîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî n.

Âàðèàíò 5. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s îïðåäåëÿåò
ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, òàêîå ÷òî êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïåðåìåùà-
åìûõ ïîäñòàíîâêîé sk, íå ïðåâîñõîäèò çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n.

Âàðèàíò 6. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s îïðåäåëÿåò
ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, òàêîå ÷òî sk îñòàâëÿåò íà ìåñòå åäèíèöó.

Âàðèàíò 7. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s îïðåäåëÿåò
ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, òàêîå ÷òî sk êîììóòèðóåò ñ ïîäñòàíîâêîé ( 1 2 ).

Âàðèàíò 8. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s îïðåäåëÿåò
ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, òàêîå ÷òî sk ïåðåâîäèò 1 â 2, è âîçâðàùàåò fail, åñëè
òàêîãî ÷èñëà k íå ñóùåñòâóåò.

Âàðèàíò 9. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s âû÷èñëÿåò
îðáèòó ÷èñëà 1, ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ ÷èñåë, â êîòîðûå åäèíèöó ìîæíî ïåðåâåñòè ñ ïîìî-
ùüþ íåêîòîðîé ñòåïåíè sk èñõîäíîé ïîäñòàíîâêè.

Âàðèàíò 10. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s îïðåäåëÿåò
ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, òàêîå ÷òî êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïåðåìåùà-
åìûõ ïîäñòàíîâêîé sk, íå ïðåâîñõîäèò 5.

Âàðèàíò 11. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s îïðåäåëÿåò
ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, òàêîå ÷òî sk îñòàâëÿåò íà ìåñòå íàèáîëüøåå ÷èñëî,
ïåðåìåùàåìîå äàííîé ïîñòàíîâêîé.

Âàðèàíò 12. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s îïðåäåëÿåò
ìàêñèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, òàêîå ÷òî sk íå êîììóòèðóåò ñ ïîäñòàíîâêîé (12).

Âàðèàíò 13. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s îïðåäåëÿåò
ìàêñèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, òàêîå ÷òî êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïåðåìåùà-
åìûõ ïîäñòàíîâêîé sk, ïðåâîñõîäèò çàäàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, è âîçâðàùàåò fail,
åñëè òàêîãî ÷èñëà k íå ñóùåñòâóåò.

Âàðèàíò 14. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s âû÷èñëÿ-
åò îðáèòó íàèìåíüøåãî ÷èñëà, ïåðåìåùàåìîãî äàííîé ïîäñòàíîâêîé, ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ
÷èñåë, â êîòîðûå åãî ìîæíî ïåðåâåñòè ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ñòåïåíè sk èñõîäíîé ïîäñòà-
íîâêè.

Âàðèàíò 15. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s âîçâðàùàåò
ìíîæåñòâî îðáèò ÷èñåë, ïåðåìåùàåìûõ äàííîé ïîäñòàíîâêîé.

Âàðèàíò 16. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s îïðåäåëÿåò
ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, òàêîå ÷òî sk îñòàâëÿåò íà ìåñòå íàèìåíüøåå ÷èñëî,
ïåðåìåùàåìîå äàííîé ïîñòàíîâêîé.
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Âàðèàíò 17. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s âû÷èñëÿ-
åò îðáèòó íàèáîëüøåãî ÷èñëà, ïåðåìåùàåìîãî äàííîé ïîäñòàíîâêîé, ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ
÷èñåë, â êîòîðûå åãî ìîæíî ïåðåâåñòè ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé ñòåïåíè sk èñõîäíîé ïîäñòà-
íîâêè.

Âàðèàíò 18. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ïîäñòàíîâêè s îïðåäåëÿ-
åò ìàêñèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, òàêîå ÷òî êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ïåðå-
ìåùàåìûõ ïîäñòàíîâêîé sk, ïðåâîñõîäèò 5, è âîçâðàùàåò fail, åñëè òàêîãî ÷èñëà k íå
ñóùåñòâóåò.

C.8 Èçó÷åíèå ñâîéñòâ ýëåìåíòîâ ãðóïïû

C.8.1 Èíñòðóêöèè ïî âûïîëíåíèþ ðàáîòû

Äàííàÿ ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ èçó÷åíèÿ íåêîòîðûõ ïðèåìîâ ðàáîòû ñ
ýëåìåíòàìè ãðóïï.

Ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ ïî äàííûì òåìàì ñîäåðæàòñÿ:

• â ðàçäåëå 4 è ïðèëîæåíèè B äàííîãî ìåòîäè÷åñêîãî ïîñîáèÿ;

• â ðàçäåëå �Groups� ñïðàâî÷íîãî ðóêîâîäñòâà ïî ñèñòåìå GAP

(http://www.gap-system.org/Manuals/doc/htm/ref/chapters.htm) è äðóãèõ
ñîîòâåòñòâóþùèõ åãî ðàçäåëàõ.

Ïðèìåð: Íàéòè âñå 2-ýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà, ïîðîæäàþùèå ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó S3.
Â èíòåðàêòèâíîì ðåæèìå ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ïðèìåð

gap> S:=SymmetricGroup(3); # èñõîäíàÿ ãðóïïà

Sym( [ 1 .. 3 ] )

gap> g:=AsList(S); # ñïèñîê åå ýëåìåíòîâ

[ (), (2,3), (1,2), (1,2,3), (1,3,2), (1,3) ]

gap> m:=Combinations(g,2); # âñåâîçìîæíûå íåóïîðÿäî÷åííûå ïàðû

[ [ (), (2,3) ], [ (), (1,2) ], [ (), (1,2,3) ], [ (), (1,3,2) ],

[ (), (1,3) ], [ (2,3), (1,2) ], [ (2,3), (1,2,3) ], [ (2,3), (1,3,2) ],

[ (2,3), (1,3) ], [ (1,2), (1,2,3) ], [ (1,2), (1,3,2) ], [ (1,2), (1,3) ],

[ (1,2,3), (1,3,2) ], [ (1,2,3), (1,3) ], [ (1,3,2), (1,3) ] ]

gap> Length(m); # âñåãî 15 ïàð ýëåìåíòîâ

15

gap> Filtered(m, t -> S=Subgroup(S,t) ); # îòáèðàåì ïàðû, ïîðîæäàþùèå âñþ ãðóïïó

[ [ (2,3), (1,2) ], [ (2,3), (1,2,3) ], [ (2,3), (1,3,2) ], [ (2,3), (1,3) ],

[ (1,2), (1,2,3) ], [ (1,2), (1,3,2) ], [ (1,2), (1,3) ],

[ (1,2,3), (1,3) ], [ (1,3,2), (1,3) ] ]

gap> Length(last); # îñòàëîñü òîëüêî 9 ïàð ýëåìåíòîâ

9

Ïðè ðàçðàáîòêå ôóíêöèè àíàëîãè÷íîãî íàçíà÷åíèÿ ìîæíî îðãàíèçîâàòü äâîéíîé ïåðåáîð
ýëåìåíòîâ ãðóïïû äëÿ òîãî, ÷òîáû áîëåå îïòèìàëüíî ðàñõîäîâàòü ïàìÿòü è íå äåðæàòü
â íåé îäíîâðåìåííî âåñü ñïèñîê âñåõ íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð ýëåìåíòîâ ãðóïïû (åùå îäíî
óïðîùåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èñêëþ÷åíèåì èç ðàññìîòðåíèÿ íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà

http://www.gap-system.org/Manuals/doc/htm/ref/chapters.htm
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ãðóïïû - ñäåëàéòå ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî). Òàêàÿ ôóíêöèÿ áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

FindGeneratingPairs:=function(G)

local g, n, i, j, s;

g := AsList( G );

n := Size( G );

s := [ ];

for i in [ 1 .. n-1 ] do

for j in [ i+1 .. n ] do

if G = Subgroup( G, [ g[i], g[j] ] ) then

Add(s, [ g[i], g[j] ]);

fi;

od;

od;

return s;

end;

Ïðîòåñòèðóåì åå è ïðîâåðèì, ÷òî ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûì ðàíåå:
Ïðèìåð

gap> S:=SymmetricGroup(3);

Sym( [ 1 .. 3 ] )

gap> FindGeneratingPairs(S);

[ [ (2,3), (1,2) ], [ (2,3), (1,2,3) ], [ (2,3), (1,3,2) ], [ (2,3), (1,3) ],

[ (1,2), (1,2,3) ], [ (1,2), (1,3,2) ], [ (1,2), (1,3) ],

[ (1,2,3), (1,3) ], [ (1,3,2), (1,3) ] ]

Çàìåòüòå, ÷òî ëþáîå 2-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî ãðóïïû S3, íå ðàâíîå { (1 2 3), (1 3 2)
} è íå ñîäåðæàùåå òîæäåñòâåííîé ïîäñòàíîâêè, ïîðîæäàåò âñþ ãðóïïó S3.

C.8.2 Çàäàíèÿ äëÿ ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò

Âàðèàíò 1. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêè òîãî, ÷òî çàäàííàÿ
ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé, ïóòåì ïåðåìíîæåíèÿ âñåâîçìîæíûõ ïàð åå ïîðîæäàþ-
ùèõ ýëåìåíòîâ. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ GeneratorsOfGroups.

Âàðèàíò 2. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ ïðîâåðêè òîãî, ÷òî çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà
An ïîðîæäàåòñÿ âñåâîçìîæíûìè öèêëàìè äëèíû 3, è ïðîâåðèòü ñ åå ïîìîùüþ äàííîå
óòâåðæäåíèå äëÿ âñåõ n, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 7.

Âàðèàíò 3. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ âîçâðàùàåò ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ çàäàí-
íîé ãðóïïû, èìåþùèõ ïîðÿäîê, ðàâíûé çàäàííîìó ÷èñëó k. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü
ôóíêöèè AsList, Order.

Âàðèàíò 4. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ âîçâðàùàåò ìíîæåñòâî ïîðÿäêîâ ýëåìåí-
òîâ çàäàííîé ãðóïïû. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè AsList, Order, Set.

Âàðèàíò 5. Ïðîâåðèòü, âûïîëíÿåòñÿ ëè â ãðóïïå ïîäñòàíîâîê S3 òîæäåñòâî
((x, y), z) = 1, ãäå (a, b) = a−1b−1ab.
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Âàðèàíò 6. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ÷åòíîì n > 4 çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà An ïîðîæäàåòñÿ
äâóìÿ ïîäñòàíîâêàìè: (12)(n− 1n) è (12 . . . n− 1). Ïðîâåðèòü ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ âñåõ
n, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 10.

Âàðèàíò 7. Ïðîâåðèòü, âûïîëíÿåòñÿ ëè â ãðóïïå ïîäñòàíîâîê S3 òîæäåñòâî x
6 = 1.

Âàðèàíò 8. Ïðîâåðèòü, ÷òî çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà A5 ïîðîæäàåòñÿ ïîäñòàíîâêàìè
(2 5 4) è (1 2 3 4 5).

Âàðèàíò 9. Ïðîâåðèòü, âûïîëíÿåòñÿ ëè â ãðóïïå ïîäñòàíîâîê S3 òîæäåñòâî (x2, y2) =
1, ãäå (a, b) = a−1b−1ab.

Âàðèàíò 10. Èçâåñòíî, ÷òî ïðè íå÷åòíîì n > 5 çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà An ïîðîæäà-
åòñÿ äâóìÿ ïîäñòàíîâêàìè: (1n)(2n− 1) è (12 . . . n− 2). Ïðîâåðèòü ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ
âñåõ n, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 10.

Âàðèàíò 11. Ïðîâåðèòü ÷òî ãðóïïà ïîäñòàíîâîê Sn ïîðîæäàåòñÿ òðàíñïîçèöèåé (12)
è öèêëîì (12 . . . n), äëÿ âñåõ n, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 10.

Âàðèàíò 12. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ âîçâðàùàåò ìíîæåñòâî ïîðÿäêîâ
êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ çàäàííîé ãðóïïû. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ
ConjugacyClasses.

Âàðèàíò 13. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé êîíå÷íîé ãðóïïû îïðåäå-
ëÿåò ìíîæåñòâî èíäåêñîâ öèêëè÷åñêèõ ïîäãðóïï, ïîðîæäàåìûõ åå ýëåìåíòàìè.

Âàðèàíò 14. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, ïå÷àòàþùóþ äëÿ çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî n òàá-
ëèöó Êýëè äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn.

Âàðèàíò 15. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò ïîäãðóïïó çàäàííîé p-
ãðóïïû, ïîðîæäåííóþ p-ìè ñòåïåíÿìè åå ýëåìåíòîâ.

Âàðèàíò 16. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò ïîäãðóïïó çàäàííîé p-
ãðóïïû, ïîðîæäåííóþ âñåìè åå ýëåìåíòàìè ïîðÿäêà p.

Âàðèàíò 17. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ (ýêñïîíåíòû) êîíå÷-
íîé ãðóïïû êàê íàèìåíüøåãî îáùåãî êðàòíîãî ïîðÿäêîâ ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ ñîïðÿ-
æåííûõ ýëåìåíòîâ äàííîé ãðóïïû. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ ConjugacyClasses.

Âàðèàíò 18. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ êàæäîãî
ïîðÿäêà â çàäàííîé ãðóïïå.

C.9 Èçó÷åíèå ñâîéñòâ ïîäãðóïï ãðóïïû

C.9.1 Èíñòðóêöèè ïî âûïîëíåíèþ ðàáîòû

Äàííàÿ ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ èçó÷åíèÿ ðàáîòû ñ ïîäãðóïïàìè. Ïî-
äðîáíûå ñâåäåíèÿ ïî äàííûì òåìàì ñîäåðæàòñÿ:

• â ðàçäåëå 4 è ïðèëîæåíèè B äàííîãî ìåòîäè÷åñêîãî ïîñîáèÿ;

• â ðàçäåëå �Groups� ñïðàâî÷íîãî ðóêîâîäñòâà ïî ñèñòåìå GAP

(http://www.gap-system.org/Manuals/doc/htm/ref/chapters.htm) è äðóãèõ
ñîîòâåòñòâóþùèõ åãî ðàçäåëàõ.

Ïðèìåð. Â êàêèõ Ñèëîâñêèõ 2-ïîäãðóïïàõ ãðóïïû S4 ñîäåðæàòñÿ ïîäñòàíîâêè (1 3 2 4),
(1 3) è (12)(34) ?

Äàííóþ çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü â èíòåðàêòèâíîì ðåæèìå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷à-
ëà çàäàäèì èñõîäíóþ ãðóïïó:

http://www.gap-system.org/Manuals/doc/htm/ref/chapters.htm
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Ïðèìåð

gap> S := SymmetricGroup(4);

Sym( [ 1 .. 4 ] )

Âû÷èñëèì åå Ñèëîâñêèå 2-ïîäãðóïïû. Ïîñêîëüêó ïî âòîðîé òåîðåìå Ñèëîâà âñå Ñèëîâ-
ñêèå p-ïîäãðóïïû ñîïðÿæåíû, òî ôóíêöèÿ SylowSubgroup âîçâðàùàåò òîëüêî îäíó ïîä-
ãðóïïó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâèòåëåì íåêîòîðîãî êëàññà ñîïðÿæåííûõ ïîäãðóïï.

Ïðèìåð

gap> P2 := SylowSubgroup( S, 2 );

Group([ (1,2), (3,4), (1,3)(2,4) ])

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü îñòàëüíûå ïîäãðóïïû èç ýòîãî êëàññà, ñíà÷àëà íóæíî ñîçäàòü
êëàññ ñîïðÿæåííûõ ïîäãðóïï äàííîé ãðóïïû ñ çàäàííûì ïðåäñòàâèòåëåì, à çàòåì ïîëó-
÷èòü ñïèñîê ñîäåðæàùèõñÿ â íåì ïîäãðóïï:

Ïðèìåð

gap> c2 := ConjugacyClassSubgroups( S, P2 );

Group( [ (1,2), (3,4), (1,3)(2,4) ] )^G

gap> l2 := AsList( c2 );

[ Group([ (1,2), (3,4), (1,3)(2,4) ]), Group([ (1,3), (2,4), (1,2)(3,4) ]),

Group([ (1,4), (2,3), (1,2)(3,4) ]) ]

Òåïåðü ìû ìîæåì ïîëó÷èòü èç íåãî ñïèñêè ïîäãðóïï, êîòîðûå ñîäåðæàò óêàçàííûå ïîä-
ñòàíîâêè:

Ïðèìåð

gap> Filtered( l2, g -> (1,3,2,4) in g );

[ Group([ (1,2), (3,4), (1,3)(2,4) ]) ]

gap> Filtered( l2, g -> (1,3) in g );

[ Group([ (1,3), (2,4), (1,2)(3,4) ]) ]

gap> Filtered( l2, g -> (1,2)(3,4) in g );

[ Group([ (1,2), (3,4), (1,3)(2,4) ]), Group([ (1,3), (2,4), (1,2)(3,4) ]),

Group([ (1,4), (2,3), (1,2)(3,4) ]) ]

C.9.2 Çàäàíèÿ äëÿ ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò

Âàðèàíò 1. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ãðóïïû âîçâðàùàåò ìíî-
æåñòâî ïîðÿäêîâ âñåõ åå ïîäãðóïï, ïîëó÷åííîå êàê ìíîæåñòâî ïîðÿäêîâ ïðåä-
ñòàâèòåëåé åå êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ïîäãðóïï. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè
ConjugacyClassesSubgroups, Representative.

Âàðèàíò 2. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ãðóïïû âîçâðàùàåò ñïè-
ñîê ïðîñòûõ äåëèòåëåé ïîðÿäêà ãðóïïû ñ óêàçàíèåì ïîðÿäêà è êîëè÷åñòâà ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ Ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè SylowSubgroup,
ConjugacyClassSubgroups.
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Âàðèàíò 3. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ãðóïïû âîçâðàùàåò ìíî-
æåñòâî ïîðÿäêîâ åå ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè Size,
MaximalSubgroups.

Âàðèàíò 4. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ãðóïïû âîçâðàùàåò ìíî-
æåñòâî ïîðÿäêîâ åå íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè Size,
NormalSubgroups.

Âàðèàíò 5. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ãðóïïû îïðåäåëÿåò ñïèñîê
ïîðÿäêîâ ôàêòîðîâ åå íèæíåãî öåíòðàëüíîãî ðÿäà. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè
Size, LowerCentralSeries.

Âàðèàíò 6. Íà ïðèìåðå çíàêîïåðåìåííîé ãðóïïû A4 ïîêàçàòü, ÷òî íîðìàëüíàÿ ïîä-
ãðóïïà K íîðìàëüíîé ïîäãðóïïû H ãðóïïû G íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé âî
âñåé ãðóïïå G. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè NormalSubgroups, IsNormal.

Âàðèàíò 7. Íàéòè âñå ïîäãðóïïû â öèêëè÷åñêîé ãðóïïå ïîðÿäêà 360. Ïðîâåðèòü,
÷òî îíè îáðàçóþò öåïü ïîäãðóïï. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè NormalSubgroups,
IsSubgroup.

Âàðèàíò 8. Ïðîâåðèòü, ÷òî ãðóïïû S3, A4, S4 ÿâëÿþòñÿ ðàçðåøèìûìè. Óêàçàíèå:
èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ DerivedSubgroup.

Âàðèàíò 9. Ñîñòàâèòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ãðóïïû âû÷èñëÿåò ïîäãðóï-
ïó Ôðàòòèíè, ò.å. ïåðåñå÷åíèå âñåõ åå ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü
ôóíêöèè Intersection, MaximalSubgroups.

Âàðèàíò 10. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï ñîäåðæèòñÿ â ãðóïïå A5 äëÿ
p = 2, 3, 5 ? Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ SylowSubgroup.

Âàðèàíò 11. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ äëÿ çàäàííîé ãðóïïû âîçâðàùàåò
ñïèñîê ïðåäñòàâèòåëåé êëàññîâ ñîïðÿæåííîñòè åå Ñèëîâñêèõ p-ïîäãðóïï. Óêàçàíèå: èñ-
ïîëüçîâàòü ôóíêöèþ SylowSubgroup.

Âàðèàíò 12. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ãðóïïû îïðåäåëÿåò ïî-
ðÿäîê åå ôàêòîð-ãðóïïû ïî êîììóòàíòó. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè Size è
DerivedSubgroup.

Âàðèàíò 13. Ïðîâåðèòü, ÷òî çíàêîïåðåìåííàÿ ãðóïïà A5 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé, ò.å.
íå ñîäåðæèò íåòðèâèàëüíûõ íîðìàëüíûõ ïîäãðóïï. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ
NormalSubgroups

Âàðèàíò 14. Ïðîâåðèòü, ÷òî ïîäãðóïïà ãðóïïû S7, ïîðîæäåííàÿ ïîäñòàíîâêàìè
(1 2 3) è (1 4 5 6 7), íå ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ
DerivedSubgroup.

Âàðèàíò 15. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ãðóïïû îïðåäåëÿåò ñïèñîê
ïîêàçàòåëåé (ýêñïîíåíò) ýëåìåíòîâ åå íèæíåãî öåíòðàëüíîãî ðÿäà. Óêàçàíèå: èñïîëüçî-
âàòü ôóíêöèè Exponent, LowerCentralSeries.

Âàðèàíò 16. Ñîñòàâèòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ãðóïïû âû÷èñëÿåò ñïèñîê
ïîðÿäêîâ ýëåìåíòîâ åå íèæíåãî öåíòðàëüíîãî ðÿäà. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè
Size, LowerCentralSeries.

Âàðèàíò 17. Ñîñòàâèòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ äëÿ çàäàííîé ãðóïïû îïðåäåëÿåò ìíî-
æåñòâî èíäåêñîâ åå ìàêñèìàëüíûõ ïîäãðóïï. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè Index,
MaximalSubgroups.

Âàðèàíò 18. Íàéòè âñå ñèëîâñêèå p-ïîäãðóïïû â ãðóïïàõ S3, A4. Óêàçàíèå: èñïîëü-
çîâàòü ôóíêöèþ SylowSubgroup.
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C.10 Ðàáîòà ñ áèáëèîòåêîé êîíå÷íûõ ãðóïï

C.10.1 Èíñòðóêöèè ïî âûïîëíåíèþ ðàáîòû

Äàííàÿ ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ èçó÷åíèÿ ðàáîòû ñ áèáëèîòåêîé êîíå÷-
íûõ ãðóïï ñèñòåìû GAP. Íåîáõîäèìî ñíà÷àëà âûáðàòü ãðóïïû èç áèáëèîòåêè ïî óêà-
çàííîìó êðèòåðèþ (ïîðÿäîê ãðóïïû â ñî÷åòàíèè ñ íåêîòîðûì ñâîéñòâîì), à çàòåì äëÿ
êàæäîé èç ýòèõ ãðóïï îïðåäåëèòü óêàçàííîå ñâîéñòâî, è âûâåñòè ðåçóëüòàòû íà ýêðàí
â âèäå òàáëèöû ñ óêàçàíèåì íîìåðà ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû â áèáëèîòåêå êîíå÷íûõ
ãðóïï ñèñòåìû GAP.

Ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ ïî äàííûì òåìàì ñîäåðæàòñÿ:

• â ðàçäåëå 2 äàííîãî ìåòîäè÷åñêîãî ïîñîáèÿ;

• â ðàçäåëå �Áèáëèîòåêè ãðóïï â ñèñòåìå GAP�
(http://ukrgap.exponenta.ru/Examples/Groups.htm) ó÷åáíûõ ìàòåðèàëîâ ê
êóðñó àëãåáðû è òåîðèè ÷èñåë;

• â ðàçäåëå �Group libraries� ñïðàâî÷íîãî ðóêîâîäñòâà ïî ñèñòåìå GAP

(http://www.gap-system.org/Manuals/doc/htm/ref/chapters.htm).

C.10.2 Çàäàíèÿ äëÿ ëàáîðàòîðíûõ ðàáîò

Âàðèàíò 1. Âûáðàòü âñå íåöèêëè÷åñêèå 2-ãðóïïû ïîðÿäêà 32. Îïðåäåëèòü èõ êîëè÷åñòâî.
Êàæäóþ èç íèõ èäåíòèôèöèðîâàòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè GroupId è âû÷èñëèòü åå êëàññ
íèëüïîòåíòíîñòè ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè LowerCentralSeries. Ðåçóëüòàò âûâåñòè â âèäå
òàáëèöû.

Âàðèàíò 2. Âûáðàòü âñå íåàáåëåâû 2-ãðóïïû ïîðÿäêà 32. Îïðåäåëèòü èõ êîëè÷åñòâî.
Èäåíòèôèöèðîâàòü êàæäóþ èç íèõ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè GroupId è âû÷èñëèòü ïîðÿäîê
åå öåíòðà. Ðåçóëüòàò âûâåñòè â âèäå òàáëèöû.

Âàðèàíò 3. Âûáðàòü âñå íåàáåëåâû 2-ãðóïïû ïîðÿäêà 32. Îïðåäåëèòü èõ êîëè÷åñòâî.
Èäåíòèôèöèðîâàòü êàæäóþ èç íèõ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè GroupId, âû÷èñëèòü è èäåíòè-
ôèöèðîâàòü åå ôàêòîð-ãðóïïó ïî êîììóòàíòó. Ðåçóëüòàò âûâåñòè â âèäå òàáëèöû.

Âàðèàíò 4. Âûáðàòü âñå íåàáåëåâû 2-ãðóïïû ïîðÿäêà 32. Îïðåäåëèòü èõ êîëè÷åñòâî.
Èäåíòèôèöèðîâàòü êàæäóþ èç íèõ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè GroupId è âû÷èñëèòü ïîðÿäîê
åå êîììóòàíòà. Ðåçóëüòàò âûâåñòè â âèäå òàáëèöû.

Âàðèàíò 5. Âûáðàòü âñå 2-ãðóïïû ïîðÿäêà 32, ïîðÿäîê êîììóòàíòà êîòîðûõ ðàâåí
8. Îïðåäåëèòü èõ êîëè÷åñòâî. Èäåíòèôèöèðîâàòü êàæäóþ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè GroupId

è âû÷èñëèòü äëèíó åå ðÿäà êîììóòàíòîâ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè DerivedSeries. Ðåçóëüòàò
âûâåñòè â âèäå òàáëèöû.

Âàðèàíò 6. Âûáðàòü âñå íåöèêëè÷åñêèå 3-ãðóïïû ïîðÿäêà 27. Îïðåäåëèòü èõ êîëè-
÷åñòâî. Êàæäóþ èç íèõ èäåíòèôèöèðîâàòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè GroupId è âû÷èñëèòü åå
êëàññ íèëüïîòåíòíîñòè ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè LowerCentralSeries. Ðåçóëüòàò âûâåñòè â
âèäå òàáëèöû.

Âàðèàíò 7. Âûáðàòü âñå íåàáåëåâû 3-ãðóïïû ïîðÿäêà 27. Îïðåäåëèòü èõ êîëè÷åñòâî.
Èäåíòèôèöèðîâàòü êàæäóþ èç íèõ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè GroupId è âû÷èñëèòü ïîðÿäîê
åå öåíòðà. Ðåçóëüòàò âûâåñòè â âèäå òàáëèöû.

http://ukrgap.exponenta.ru/Examples/Groups.htm
http://www.gap-system.org/Manuals/doc/htm/ref/chapters.htm
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Âàðèàíò 8. Âûáðàòü âñå íåàáåëåâû 3-ãðóïïû ïîðÿäêà 27. Îïðåäåëèòü èõ êîëè÷åñòâî.
Èäåíòèôèöèðîâàòü êàæäóþ èç íèõ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè GroupId, âû÷èñëèòü è èäåíòè-
ôèöèðîâàòü åå ôàêòîð-ãðóïïó ïî êîììóòàíòó. Ðåçóëüòàò âûâåñòè â âèäå òàáëèöû.

Âàðèàíò 9. Âûáðàòü âñå íåàáåëåâû 3-ãðóïïû ïîðÿäêà 27. Îïðåäåëèòü èõ êîëè÷åñòâî.
Èäåíòèôèöèðîâàòü êàæäóþ èç íèõ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè GroupId è âû÷èñëèòü ïîðÿäîê
åå êîììóòàíòà. Ðåçóëüòàò âûâåñòè â âèäå òàáëèöû.

Âàðèàíò 10. Âûáðàòü âñå 3-ãðóïïû ïîðÿäêà 81 ñ êîììóòàíòîì ïîðÿäêà 9. Îïðåäå-
ëèòü èõ êîëè÷åñòâî. Èäåíòèôèöèðîâàòü êàæäóþ èç íèõ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè GroupId è
âû÷èñëèòü äëèíó åå ðÿäà êîììóòàíòîâ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè DerivedSeries. Ðåçóëüòàò
âûâåñòè â âèäå òàáëèöû.

Âàðèàíò 11. Âûáðàòü âñå íåàáåëåâû 2-ãðóïïû ïîðÿäêà 32. Îïðåäåëèòü èõ êîëè÷åñòâî.
Êàæäóþ èç íèõ èäåíòèôèöèðîâàòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè GroupId è âû÷èñëèòü åå êëàññ
íèëüïîòåíòíîñòè ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè LowerCentralSeries. Ðåçóëüòàò âûâåñòè â âèäå
òàáëèöû.

Âàðèàíò 12. Âûáðàòü âñå íåàáåëåâû 2-ãðóïïû ïîðÿäêà 64. Îïðåäåëèòü èõ êîëè÷åñòâî.
Èäåíòèôèöèðîâàòü êàæäóþ èç íèõ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè GroupId è âû÷èñëèòü ïîðÿäîê
åå öåíòðà. Ðåçóëüòàò âûâåñòè â âèäå òàáëèöû.

Âàðèàíò 13. Âûáðàòü âñå íåàáåëåâû 2-ãðóïïû ïîðÿäêà 64. Îïðåäåëèòü èõ êîëè÷åñòâî.
Èäåíòèôèöèðîâàòü êàæäóþ èç íèõ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè GroupId, âû÷èñëèòü è èäåíòè-
ôèöèðîâàòü åå ôàêòîð-ãðóïïó ïî êîììóòàíòó. Ðåçóëüòàò âûâåñòè â âèäå òàáëèöû.

Âàðèàíò 14. Âûáðàòü âñå íåàáåëåâû 2-ãðóïïû ïîðÿäêà 64. Îïðåäåëèòü èõ êîëè÷åñòâî.
Èäåíòèôèöèðîâàòü êàæäóþ èç íèõ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè GroupId è âû÷èñëèòü ïîðÿäîê
åå êîììóòàíòà. Ðåçóëüòàò âûâåñòè â âèäå òàáëèöû.

Âàðèàíò 15. Âûáðàòü âñå 2-ãðóïïû ïîðÿäêà 64, ïîðÿäîê êîììóòàíòà êîòîðûõ ðàâåí
8. Îïðåäåëèòü èõ êîëè÷åñòâî. Èäåíòèôèöèðîâàòü êàæäóþ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè GroupId

è âû÷èñëèòü äëèíó åå ðÿäà êîììóòàíòîâ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè DerivedSeries. Ðåçóëüòàò
âûâåñòè â âèäå òàáëèöû.

Âàðèàíò 16. Âûáðàòü âñå íåöèêëè÷åñêèå 3-ãðóïïû ïîðÿäêà 81. Îïðåäåëèòü èõ êîëè-
÷åñòâî. Êàæäóþ èç íèõ èäåíòèôèöèðîâàòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè GroupId è âû÷èñëèòü åå
êëàññ íèëüïîòåíòíîñòè ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè LowerCentralSeries. Ðåçóëüòàò âûâåñòè â
âèäå òàáëèöû.

Âàðèàíò 17. Âûáðàòü âñå íåàáåëåâû 3-ãðóïïû ïîðÿäêà 81. Îïðåäåëèòü èõ êîëè÷åñòâî.
Èäåíòèôèöèðîâàòü êàæäóþ èç íèõ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè GroupId è âû÷èñëèòü ïîðÿäîê
åå öåíòðà. Ðåçóëüòàò âûâåñòè â âèäå òàáëèöû.

Âàðèàíò 18. Âûáðàòü âñå íåàáåëåâû 3-ãðóïïû ïîðÿäêà 81. Îïðåäåëèòü èõ êîëè÷åñòâî.
Èäåíòèôèöèðîâàòü êàæäóþ èç íèõ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè GroupId, âû÷èñëèòü è èäåíòè-
ôèöèðîâàòü åå ôàêòîð-ãðóïïó ïî êîììóòàíòó. Ðåçóëüòàò âûâåñòè â âèäå òàáëèöû.

C.11 Äîïîëíèòåëüíûå óïðàæíåíèÿ ðàçëè÷íîé òðóäíîñòè

1. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ n!! = n · (n− 2) · (n− 4) · . . . · 1.
2. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ n-ãî ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è, ãäå f(1) = f(2) = 1,

f(n) = f(n− 1) + f(n− 2).
3. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ ïðîâåðêè òîãî, ÷åòíî èëè íå÷åòíî çàäàííîå íàòóðàëüíîå

÷èñëî.
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4. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ ïðîâåðêè òîãî, äåëèòñÿ ëè çàäàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî
íà òðè.

5. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ ïðîâåðêè òîãî, ñðàâíèìû ëè äâà öåëûõ ÷èñëà ïî çàäàí-
íîìó ìîäóëþ.

6. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóììû íå÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå
ïðåâîñõîäÿùèõ çàäàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

7. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ íå÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
íå ïðåâîñõîäÿùèõ çàäàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

8. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñóììû ÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðå-
âîñõîäÿùèõ çàäàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

9. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ ÷åòíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,
íå ïðåâîñõîäÿùèõ çàäàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

10. Ðàçðàáîòàòü ñîáñòâåííóþ ôóíêöèþ äëÿ ïðîâåðêè òîãî, ÷òî çàäàííîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñ ïîìîùüþ îäíîãî èç èçâåñòíûõ ìåòîäîâ.

11. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÍÎÄ äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b ïî
àëãîðèòìó Åâêëèäà: a = bq1 + r1, b = r1q2 + r2, r1 = r2q3 + r3, ..., rn−2 = rn−1qn + rn,
rn−1 = rnqn.

12. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ âñåõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé íà-
òóðàëüíîãî ÷èñëà. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè Factors, Set, Product.

13. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñóììû íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè Factors è Collected.

14. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîëè÷åñòâà íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà. Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè Factorsè Collected.

15. Ðàçðàáîòàòü ôóíêöèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ äëÿ íàòóðàëüíîãî n = pk1
1 · . . . ·pks

s ôóíêöèè
Ýéëåðà φ(n) ïî ôîðìóëå φ(n) = n(1−1/p1) . . . (1−1/ps). Óêàçàíèå: èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè
Factors è Collected.

16. Èçâåñòíà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ëþáîå ÷åòíîå ÷èñëî n, áîëüøåå ÷åì 2, ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå ñóììû äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Ïðîâåðüòå åå äëÿ âñåõ ÷åòíûõ ÷èñåë n, íå
ïðåâûøàþùèõ 10000.

17. Ãèïîòåçà Ãîëüäáàõà ñïðàøèâàåò, âåðíî ëè òî, ÷òî ëþáîå íå÷åòíîå ÷èñëî n, ãäå
n > 5, ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû òðåõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Ïðîâåðüòå åå äëÿ âñåõ
íå÷åòíûõ ÷èñåë n, íå ïðåâûøàþùèõ 1000.

18. Ïóñòü t - ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ni},
â êîòîðîé n1 = t, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóðñèâíî: nk+1 = nk/2, åñëè nk

- ÷åòíîå, è nk+1 = 3nk +1, åñëè nk - íå÷åòíîå. Èçâåñòíà òàê íàçûâàåìàÿ �ãèïîòåçà 3k+1�,
ñîãëàñíî êîòîðîé òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîñòèãàåò åäèíèöû äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî t.
Ïðîâåðüòå åå äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë t, íå ïðåâûøàþùèõ 10000. Â âûâîä ðåçóëüòàòîâ
âêëþ÷èòå êîëè÷åñòâî øàãîâ, êîòîðûå òðåáóþòñÿ äëÿ äîñòèæåíèÿ åäèíèöû.

19. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì, åñëè îíî ðàâíÿåòñÿ ñóììå âñåõ
ñâîèõ ñîáñòâåííûõ äåëèòåëåé. Íàïðèìåð, 6 = 1+2+3, 28 = 1+2+4+7+14. Íàéäèòå âñå
ñîâåðøåííûå ÷èñëà, íå ïðåâûøàþùèå 10000.

20. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà m è n íàçûâàþòñÿ äðóæåñòâåííûìè, åñëè êàæäîå èç íèõ ðàâ-
íÿåòñÿ ñóììå âñåõ ñîáñòâåííûõ äåëèòåëåé äðóãîãî. Íàïðèìåð, òàêèìè ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà
220 è 284. Âûÿñíèòå, ñóùåñòâóþò ëè äðóãèå ïàðû äðóæåñòâåííûõ ÷èñåë, íå ïðåâûøàþ-
ùèõ 1000.

21. Ïóñòü t - ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ni},
â êîòîðîé n1 = t, à îñòàëüíûå ýëåìåíòû îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóðñèâíî: nk+1 ðàâíÿåòñÿ ñóì-
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ìå âñåõ ñîáñòâåííûõ äåëèòåëåé ÷èñëà nk. Èññëåäóéòå ïîâåäåíèå ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë t, íå ïðåâûøàþùèõ 1000: êîãäà îíà äîñòèãàåò åäèíèöû, ñòà-
áèëèçèðóåòñÿ, çàöèêëèâàåòñÿ; êîãäà ìîæíî âûäâèíóòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî îíà íåîãðàíè-
÷åííî âîçðàñòàåò?
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